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Introduction

Modalités du cours
Séances STDV :

e 10 séances de 2H de cours.
e 7 séances de 2H de TD.

e 6 séances de 2H et 1 séances de 4H de TP

. en R.
Evaluation STDV :

e 1 compte-rendu de TP (25%)
o 1 DM (25%)

e 1 examen terminal (50%)

Séances MFA :
e 5 séances de 2H de cours.
e 4 séances de 2H de TD.
e 3 séances de 2H de TP en Python.

Evaluation MFA :
e 1 DM (50%)

e 1 examen terminal (50%)

A Tl n’y aura pas de seconde session.

Présentation du cours

Ce cours fait suite au cours de statistiques inférentielles dans lequel on considérait avoir des don-
nées yi, - -+ , Y, issues de variables aléatoires Yy, --- Y, i.i.d. issues d'une famille paramétrique
de lois {Py, § € ©}. En général, un tel contexte est trop limité en pratique. Pour illustrer ces li-
mites, on considere le célebre jeu de données obtenu par Sir Francis Galton (années 1880 —1890)
contenant la taille et le sexe de 898 adultes ainsi que la taille de leurs parents. Si on modélise la
taille des individus par une loi normale et qu’on estime les parameétres associés alors on obtient
I’histogramme suivant.

Modélisation des tailles de la population

Histogramme des tailles
— Densité de |a loi estimée
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On remarque que le modele colle assez bien aux données mais est loi d’étre parfait. Ce mo-
dele indique alors qu’un individu typique a 95% de chance d’avoir une taille dans l'intervalle
[151.7cm, 187.4cm]|. Par contre, si on sépare la population selon le sexe et qu’on modélise par
une loi normale la taille des hommes et des femmes alors, aprés estimation des parametres, on
obtient les histogrammes suivants
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Modélisation des tailles des hommes Modélisation des tailles des femmes

Histogramme des tailles
T — Densilé de la loi estimée
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Non seulement on peut voir que la modélisation colle mieux aux données mais en plus, on
obtient des intervalles de confiances plus précis avec 95% de chance pour les hommes d’avoir
une taille dans l'intervalle [162.7cm, 188.9cm] et 95% de chance pour les femmes d’avoir une
taille dans l'intervalle [151.0cm, 174.6¢cm]. On voit donc qu’on peut améliorer le modele si on ne
fait pas I’hypothese que toutes les données sont issues de lois avec les mémes parameétres mais
en supposant a la place que les parametres dépendent de quantités extérieures (ici le sexe).
En suivant ce raisonnement, il est raisonnable de considérer que la taille d’'un individu va étre
affectée par celle de ces parents. On a donc aussi envie de faire un modele tel que la taille d’une
personne suit une loi normale dont les parametres dépendent de la taille des parents. Si on se
concentre sur les données des femmes et qu’on regarde le nuage de point des tailles des femmes
en fonction de la taille moyenne de leurs parents

Comparaison de la taille des femmes avec celle de leurs parents
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alors on remarque une tendance linéaire entre ces deux quantités. Cela laisse suggérer la pos-
sibilité de modéliser la taille y; des femmes dont les parents ont une taille moyenne x; par une
loi normale Y; dont la moyenne posséde une relation linéaire avec les x; soit

}/:i NN(O[:EZ +6702)
ou, de fagon équivalente,
Y; = ax; + B+ &; avec g; ~ N(0,0?).

C’est ce qu’on appelle le modele linéaire simple. L’objectif du cours va étre d’étudier les
propriétés d’un tel modele ainsi que de généraliser le principe avec d’autres lois et des relations
plus compliquées.
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Notations du cours

On considere un jeu de données de n individus et p 4+ 1 variables avec p > 1. L’objectif du
cours est de modéliser le comportement de I'une des variables, appelée la variable d’intérét
(ou variable expliquée), en fonction des autres variables appelées les variables explicatives.
On notera par la suite

n Ti1 ot Tip
Y=[:|et X=|: -~ [,
Un Tt 0 Ty

le vecteur des valeurs de la variable d’intérét et la matrice des variables explicatives. On suppose
que les y; sont issues de variables indépendantes Y; dont la loi dépend des variables explicatives

Ti1, - ,Tip. Afin de simplifier un peu les notations on notera aussi
Y1
Y=|":
Y,

le vecteur aléatoires des Y;. En général ce sera évident si Y réfere au vecteur des données ou le
vecteur aléatoire.

Notations : Dans ce cours, pour des vecteurs X et Y de méme taille on note avec des lettres
minuscules cov(X,Y), var(X), et corr(X,Y) leur covariance, variance et corrélations. Pour
des variables aléatoires réelles (v.a.r.) X et Y on note avec des premieres lettres majuscules
Cov(X,Y), Var(Y), et Corr(Y,Y) leur covariance, variance et corrélation. Par exemple, pour
un vecteur Y = (yp, -+ ,y,) et une v.a.r. Y on a

var(Y) = ;ilyQ _ (i i:;,) et Var(Y) = E[Y?] — E[Y]2.

On note aussi Y pour la moyenne d’un vecteur Y et W_pour la moyenne des valeurs de Y au
carré. On peut donc écrire par exemple var(Y) = Y2 — Y2



Chapitre 1

Modeles linéaires

I Rappel sur les vecteurs gaussiens

On commence par rappeler succinctement les propriétés de base des vecteurs gaussiens que

I'on utilisera dans la suite du cours.

Définition 1
X1

Soit X = | : | un vecteur aléatoire a valeurs dans R?. X est dit vecteur gaussien si
Xa

toute combinaison linéaire de ses coordonnées est une variable aléatoire réelle gaussienne

(de variance éventuellement nulle).

On note le vecteur espérance de X par

et la matrice de variance-covariance de X par
Y= (COV(XZ', Xj))lgi,jgd € S:(R)

La loi de X est notée Ny(u, ).

Proposition 2

e Soit X ~ Ny(u, ) un vecteur gaussien dans R%. Soient A € My 4(R) et b € RF. Alors
AX 4+ b~ N (Ap+ b, AX PA).

e Soit X ~ Ny(p,X). Les coordonnées de X sont indépendantes ssi 3 est diagonale.

o Soit X ~ Ny(p,¥). SidetX # 0, alors X admet la densité suivante sur R? :

1
(2m)4/2, [det(T)

e 3le—mI (@—p)

Vr € RY, fou(z) =

Théoréme 3 (Cochran)

Soit 0% € R et X ~ Na(04, 02[d). Soient Fy,--- , K} des sous-espaces vectoriels orthogo-
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naux de R%. On note Pg, la projection sur Iespace E;. Alors, les vecteurs Pg,(X) sont des
vecteurs gaussiens indépendants vérifiant

1P () ~ (i ().

Démonstration: Soit Fj1 le complément orthogonal de Ey @ - - - @ Ej. On pose r; = dim(F;) et
€ily " € € R% une base orthonormale de F;. Comme les E; sont orthogonaux et Ri=FE\®
-+ +@® Egy1 on en déduit que ey 1, , €10, ,€k11,1," ", €kt1m,, €St une base orthonormale
de R?. On pose P; la matrice de taille n x r; dont les lignes sont e;1,- - ,€;,,. Ces matrices
vérifient dont P;P! = I, et Pp,(X) = P! P,X. Maintenant on pose P la matrice orthogonale
qui contient tout les e; ; :

e1,1
Py €1, P X
p=| : |=| = PX =
Py €k+1,1 P X
€k+17rk+1

Comme P est orthogonale alors PPT = I, donc PX ~ Ny(P04,0?PPT) = Ny(04,0%1).
On en déduit alors que les coordonnées de PX (et donc les P;X) sont indépendants d’ou les
PI'P,X = Pg,(X) sont indépendants. De plus, on a

1
PiX ~ Ng(04,0°L,) = ;BXNNd(Od;Im)~

Les coordonnées de %PiX sont donc des variables i.i.d. de loi N'(0,1) donc la somme de leur
carrées suit une loi x?(r;) d’otl
1 2 2
SIPXI3 ~ X ()
On conclue alors en remarquant :

1P, (X)|5 = (P PX,PI'PX) = (PX,P,P/ P,X) = (PX,PX) = |BX|3.

II Modele linéaire simple

On commencer par illustrer le principe et les résultat de base des modeéles linéaire en considé-
rant le cas (non-trivial) le plus simple : le modeéle linéaire simple. Néanmoins, tous les résultats
de cette partie seront généralisés dans le section suivante.

1 Ecriture du modéle
On considére qu’on a une variable d’intérét quantitative et une seule variable explicative
I
quantitative d’out X = | : | € R™. De plus, on suppose aussi que var(X) > 0. Le modéle

Tn
linéaire consiste a supposer que les y; sont issus de v.a.r. Y; vérifiant

Y; = ax; + B+ ¢, ol g iid. de loi N(0,0?).
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Autrement dit, on considere que Y; ~ N (a;+ 3, 02). On peut rééerire ce modele vectoriellement
sous la forme

1 &1
Y=aX+pBl,+ecoul,=|:|ete=|:|~N, (0, ).
1 En

On appelle régression linéaire le fait d’ajuster un tel modele a un jeu de données, c’est a
dire d’estimer a, 3 et o2.

(902,92)

el e y=axr+f

Définition 4

Soient & et @ des estimateurs de « et 3. Pour tout i on note yj; = aux; + b la valeur de Yi

prédite par le modéle. La quantité y; — 1; est alors appelée le i-éme résidu du modéle. On
(0

note Y = | le vecteur des prédictions et Y — Y le vecteur des résidus.

A

Yn

Remarque: Si on observe une nouvelle valeur x,,,1 de la variable explicative alors on peut estimer

la valeur de la variable d’intérét associée par ¢,+1 = &x,+1 + [ méme si elle n’est pas connue.
L’utilisation d’un modele permet donc de faire de la prédiction.

2 Estimation des parametres

On souhaite estimer les parameétres o, 8 et 02 par maximum de vraisemblance. Comme les
y; sont issues de variables indépendantes Y; alors on a

L(a75v02|y17 to 7yn) = Hfﬁ(yz)a

ol fy. est la densité de N'(az; + 3,0?), la loi de Y;, d’out

s 1 — 1 (y—ax,—B)2
L, 8,02y, yn) = H o~ 757 Wi—awi—B)

i1V 2mo?

Théoréme 5

2

Les estimateurs du maximum de vraisemblance de «, [ et o° existent, sont uniques et

vérifient : (X.Y) .
cov! A - _ .
A= ——— 2 =Y -aX eté? ==Y —Y|>2.
« Var(X) ) 5 « €t o n” HZ
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Démonstration: La log-vraisemblance s’écrit

n

Ll ,0%) = Y (~ 5 og(2n0) — o (i — azi— 6

i=1
=—21o (2mo?) — iZ( ; — ar; — B)?
- 2 g 20_2 - yl 3 .
On remarque que quelque soit la valeur de o2, maximiser £ par rapport & a et 3 revient a
minimiser la quantité 3" ;(y; — ax; — 3)? qui ne dépend pas de o2. Si on note &, 3 et 52 des

paramétres minimisant £ alors (&, 3) minimise la fonction g(a, 8) = 31, (y; — ax; — B)? et o2
maximise la fonction

~ A n 1 ~ 2 n 1 A, 2
05 £(d, B,5) = — 3 log(2ms) — 5= D (s — azi — §)? = — log(2ms) — oIV — V|

Calcul de & et ,5’ :
On commence par calculer le gradient et la Hessienne de la fonction g(a, 3).

99 Ly —2zi(y; — az; — B)
_ aa . i=1 7 7 K3 .
Vg(a, 8) = (%) - ( Yo —2(y; — ax; — B) > ’

G ) _ (T2 YL
J— & @ == = S
H(g)(a, ) = 229 2% | T\, 23:2 2n '

9Bda  0p2

On commence par remarque que la Hessienne est tout le temps une matrice symétrique définie
positive car Tr(H (g)(a, 8)) = S0, 202 +2n > 0 et

n n 2 n n 2
det(H(g)(a, B)) = 4n2:1:22 —4 (Z :L'Z> = 4n? (:L 21%2 - <; Z:Ul) ) = 4n’var(X) > 0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Du coup, g est une fonction strictement convexe et donc tout (a, ) qui annule Vg est un
minimum global. Or,

~ A Enzl —in(yl- — @ZEZ' — B) =0
Vyg(&,p8)=0< ¢ R R
5(%.5) { )2y s ) =0
N Qi 3%2 + @ D1 Ty = Y iy Tl
A mi+ Bn =30

PN R VR 7 a\ (i iy
i1 Ti n B 2 i1 Vi

1 1 1
NY e TilYi — 2o Tipor Yi  n D i1 Tili — (ﬁ =1 a:l) (ﬁ =1 le‘) cov(X,Y)

6[: = =

2 2
n i @f — (i ) % S a?— (l 1 xz) var(X)

n 1=

d’out

et

- g 1 & s s

2y —bw;—B) =0 =) (yi—dz;—f)=0& =Y - aX.
=1 n’i:l

Calcul de 62 :

On a

)= iy = (o Ly 1
§() = gt ol = VI = 5 (s IV = VI3).

La fonction ¢ possede donc le tableau de variations suivant :
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s 0 Ly -3 +00

9'(s) >0 0 <0

3(s) T

7 . . . ~2 1 112
On en déduit que ¢ a un unique maximum en 6% = - [|Y = Y|3. [ |

FEzxemple: Si on estime les parametres «, et o sur les données de taille de Sir Francis Galton

et que l'on trace la droite y = ax + B, appelée droite de régression, on obtient le résultat
suivant qui correspond bien aux données.

Comparaison de la taille des femmes avec celle de leurs parents

Taille des femmes (cm)

150
L
.

. —— Droite de régression
-

T T T T
160 165 170 175 180 185

Taille moyenne des parents (cm)

De plus, si on fait comme si les parametres &, 3 et & sont les vrai parametres, alors pour une
valeur x de la variable explicative il y a 95% de chance que la variable d’intérét posséde une
valeur dans l'intervalle [z + B—1.966, 6z + 5+ 1.965]. Si on rajoute ces deux droites au nuage
de points on observe bien que la majorité des données se trouvent dans cet intervalle.

Comparaison de la taille des femmes avec celle de leurs parents

Taille des femmes (cm)

. —— Droite de régression

. Faux intervalle de prédiction 4 95%

T T T T
160 165 170 175 180 185

Taille moyenne des parents cm)

On verra plus tard comment faire un vrai intervalle de confiance pour prédire les valeurs de la
variable d’intérét.
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Remarque: Ce genre de modele est utilisé pour construire les courbes de croissances ou on
modélise la taille d’'un enfant par une loi normale dont I'espérance et la variance dépend du
sexe de l'enfant et de son age. Cela permet notamment de détecter les enfants possédant une
croissance anormale.

TRILLE (CM) €T POIDS (KG) DES FILLES h

DETA 18 ANS

200 TNy T T S T T, 0

(taille mére(___Jcm + taille pere(___Jcm-13)/2 = Taille cible }-—l

TAILLE (CM) €T POIDS (RG) DES GAR(ONS s

DETA 18 ANS

[ caile mére e+ talle pere C_Jcm -+ 13)/2=Taillecible |

Aumoins une fois par an, lenfant
w0 | seramesurée et pesée déshabillé

Aumoins une fois par an, lenfant
w1 seramesuré et pesé déshabillé,

etle suivi pubertaire sera assuré etle suivi pubertaire sera assuré
ol par i o par ion d
génitaux externes. génitaux externes.
- it
o | i
150 [N 1 i - I [ i
g_wﬁ 3
| 3 i,
3 B
o [HEE S ¢ gg
g 2 - 7o
2t . -l
2 g i Fa ~ AT =3
A =8 f HE
g3 - H
£ ki
M g,
13 <
i3 -
£E 28
) i3
58
E 3
H £S5
3 ]
187 H
H H
SE 3
g ®
g :
Age Année
A 0:écart-type ; M: médiane ; G2 : longueur testiculaire = 25 mm ; P2 : apparition de la pilosité pubienne
entre8et13ans. - entre9et 14ans.
it : teaie_eamerssem v ! el semt- sem
B4 oy 86 oy
(a) Courbes de taille et poids des filles (b) Courbes de taille et poids des gargons

A noter que nos données concernent la taille a ’dge adulte donc nous n’aurons pas a regar-
der l'effet de ’age. On remarquera aussi sur ces courbes que seules les données de taille sont
supposées issues d’une loi normale. Ce n’est pas le cas des données de poids.

3 Loi des estimateurs
Proposition 6

o? . e
A~ _ t ~ _
@~ N, nvar(X) et F~ N5 nvar(X)

En particulier, & et 3 sont des estimateurs non biaisés. De plus,

o?X

COV(OAé7 3) = —W

Démonstration: & et 8 suivent des lois normales car ils s’écrivent comme combinaison linéaire
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des Y; ~ N(ax; + 3,0?) qui sont indépendantes. On commence par calculer leur espérance :

LYr wEY] - (AX0 @) (3 X, EY))

Elal =
&) var(X)
Iyn milaz+8) - (X @) (2 Xy (ai + 9))
- var(X)
2
TR %ZL Li — @ (% i1 95@) - % i1 Ti
= =«
var(X)

et

Bf) = LY E] - Ela)% = iamﬁ CaX =5

1
n
Pour calculer la variance de «, il faut déja commencer a 1’écrire comme une somme de variables
indépendantes

n

“= var(X) - nvar(X

Iy Y- X x 2y, z":

z:l

On en déduit

n

) = 2Zvaur X)Y;)

Q>

Va
t n2var

n

nzvar X)? Z

nvar(X) o
= —— 50
n?var(X)?
0.2

nvar(X)’
On fait de méme pour 5. On commence par 1’écrire comme une somme de variables indépen-
dantes : . _ . N _ _
| X - 1 X(z; — X)
==y Vi—-—— , — X)Y; = — 1—-——1Y;
b n ; " npvar(X) 4 Z(xz Y n Z ( var(X) ) !

d’ou on en déduit

R )_((xi—X)>2 )
Var(f) = — 1-— o
B) n2;( var(X)
1 & 2X (2 — X) | X%(z; — X)?
_WZ;(l_ V(ar(X) ) V(ar(X)2) )UQ
o? nX?
:2<n+var(X)>
X202
" nvar X)

Ensuite, on a
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Comme cov(Y;,Y;) = 0sii # j et cov(Y;,Y;) = o2 sinon alors on en déduit :

cov(a, B) = 1 Zn:(%. ~X) (1 _ M) o2

n?var(X) &= var(X)
O'2 ° S n X(CE, - X)2

~ n2var(X) (;(% - X)- ; var(X) )
B o? 0— Xvar(X)

n2var(X) var(X)
2%

nvar(X) m
Proposition 7
Sin > 2 alors ,

o)
ns~ ’(n —2).

De plus, 62 est indépendant de & et B

Démonstration: On fait ’hypothése que X = 0 = (X, 1,,) pour simplifier les calculs. En utilisant
I’écriture vectorielle du modele linéaire, on a ¥ = aX + 81, +eet Y = &X + 81,,. On en
déduit

&= %Z?:Miyi _(X)Y)  (X,aX +B1l, +¢) . (X,¢e)
Iy e (X X) (X, X) (X, X)
~ = 1 1 1
etﬂzyzg<1n7Y>:g<1nvaX+51n+5>:/8+ﬁ<1n75>
donc
3 . 5 (X,¢e) 1

Le deuxiéme terme de Y — Y correspond 4 la projection orthogonale de e sur l’espace engendré
par X et le troisieme terme correspond a la projection orthogonale de € sur I’'espace engendré
par 1,,. Comme (X, 1,) = 0 alors ces espaces sont orthogonaux. ¥ — Y est donc la projection
orthogonale de ¢ sur 'espace complémentaire de Vect(1,, X ) qui est de dimension n — 2. Par
le théoreme de Cochran, on en déduit donc que

1 ~
n5 Y = VI ~ 3 - 2)

De plus, le théoreme de Cochran nous dit que Y—Y est indépendant de la projection de € sur X,

c’est a dire &(’%X = (&—a)X, et la projection de € sur 1,, c’est & dire +(1,,,)1,, = (B—p)1n.

Cela prouve alors I'indépendance de 62 avec & et f3. |

Corollaire 8

On a E[6%] = =202 donc 6 est un estimateur biaisé de la variance. On définit alors
I'estimateur .
n A
~2 A2 2
o= G° = Y —=Y|5

n—2 n—2

qui est non biaisé et vérifie
~2
o

(n=2)75 ~ (- 2).
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Remarque: En pratique on utilise plus souvent cet estimateur de o2 au lieu de 'estimateur du
maximum de vraisemblance.

Une autre conséquence de la loi de 62 est la possibilité d’exprimer la loi de & — a et B — [ mais

sans utiliser o2.

Proposition 9

d_amT(n—Q) of nvar(X)B—@

o X2 o

nvar(X) ~T(n—2).

Démonstration: Rappel : Si X ~ N (0,1) et Y ~ x?(n) avec X 1L Y alors —a— ~ T (n).

VY/n
On a vu que y/nvar(X)2=2 ~ N(0,1) et (n — 2)% ~ x2(n — 2) donc
X )&= 5 —
V)T T —2) & favar(0) S22 T —2).
(n—2)o
(n—2)02
Méme raisonnement pour . |

4 Intervalle de confiance et test statistiques pour « et

On note té") le quantile d’ordre ¢ de la loi 7(n). On obtient les résultats suivants comme
conséquence directe des propriétés vues a la section précédente :

Proposition 10

Soit q €]0, 1], alors les intervalles de confiances suivants :

oL (-2 o2
GEly nvar(X)

a2 X?

10 o) = W(X)

L IO, (B) = |4

sont des intervalles de confiance exacts de niveau 1 — q pour les paramétres « et [3.

Pour les modeles linéaires, il est important de savoir si les parametres o ou 5 sont significati-
vement différent de 0 car si ce n’est pas le cas alors il est possible de les supposer nuls et de
simplifier le modele. On considére alors les deux tests suivants :

Ho:a=0 contre Hy:a#0 et Hy:5=0 contre H: 5 #0.
On définit les statistiques de test suivantes :

nvar(X)

5—2

nvar(X)

.
et T =5\ Zxm

T=ad&

qui sont de loi T(n — 2) sous Hy (resp. Hy) mais qui vont prendre des valeurs éloignées de 0

sous H; (resp. H}). On rejette alors 'hypothese Hy au risque ¢ si |T| > tgr:;; et on rejette

’hypothese H{ au risque ¢ si [T'| > tgrfq%

FExemple: Pour les données de taille de Sir Francis Galton on a n = 433, T = 13.369 et
T = 4.432. Comme t((fg;g, ~ 1.97 alors on rejette au risque 5% I'hypothese que o = 0 et
I’hypothese que § = 0. Ce modele trouve donc qu’il y a un effet significatif de la taille moyenne
des parents sur la taille des femmes.
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III Modele linéaire multiple

1 Ecriture du modéle

On considere toujours qu’on a une variable d’intérét quantitative mais on suppose mainte-
nant que 1'on possede p variables explicatives quantitatives. Le modele linéaire multiple consiste
a modéliser la loi des variables aléatoires Y; qui ont engendrées les données y; par :

Y; = 90 + 91$i71 + -+ 9p$i7p + Eis ou E; i.i.d. de loi N(O, 02).
Autrement dit, on considere que Y; ~ N (0p + Y F_, Opig, 02).
Remarques:
e A chaque variable explicative est associé un coefficient. On parle souvent de 6; comme le
coefficient du modele associé a la i-eme variable.

e Si on modifie la valeur de z;; en y ajoutant une constante C, sans toucher aux autres
variables, alors cela revient a ajouter C; a E[Y;]. Un effet additif sur les variables
explicatives a un effet additif sur la variable d’intérét. Il en vient 'interprétation
suivante des 6; :

— Si §; = 0 alors la variable explicative associée au coefficient n’a aucun effet sur la
variable d’intérét lorsque les autres variables explicatives sont fixées.

— Si #; > 0 alors une augmentation de la variable explicative associée au coefficient,
lorsque les autres variables explicatives sont fixées, va entrainer une augmentation
de la moyenne de la variable d’intérét (et inversement).

— Si 6; < 0 alors une augmentation de la variable explicative associée au coefficient,
lorsque les autres variables explicatives sont fixées, va entrainer une diminution de
la moyenne de la variable d’intérét (et inversement).

Définition 11

Le paramétre 0y est appelé I’'intercept.

Afin de réécrire le modele vectoriellement on définit la quantité suivante :
Définition 12

On note X, la matrice des variables explicatives X a laquelle on rajoute une premiére
colonne composée de 1 :

1 xl,l e xl,p
X, =

1 :Cn71 DR xn,p

0o
On peut donc réécrire le modele sous la forme Y = X .0 +c ou 6 = | : | est le vecteur des

€1
parametres et € = | ! | est un vecteur Gaussien de loi Nn(On,UQIn). Le vecteur des y; est
En
donc la simulation d’un vecteur Gaussien de loi N, (X.0,0%I,). Les parametres du modele sont
0 € RFtt et o > 0.
Remarque: On peut aussi considérer un modele sans intercept (6p = 0). Dans ce cas-la on a
th
simplement Y = X6 + ¢ ou 6 =
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Pour que ce modele soit identifiable on a besoin de I’hypothese suivante
Hypothese 13

On suppose que les colonnes de X, forment une famille libre. Autrement dit, il n’y a pas de
combinaison linéaire reliant les variables explicatives et le vecteur 1,,. De fagon équivalente,
cela revient a supposer que rg(X.) = p+ 1 ou Ker(X,) = {0,} ou que la matrice ' X. X, est
inversible.

Remarque: Pour que cette hypothese soit vérifiée on a forcement besoin que n > p+1. Autrement
dit, on a besoin d’au moins plus de données que de parametres!

C’est une conséquence du fait que, comme Y ~ N, (X0, 0%1,,), alors si deux jeux de paramétres
(0,0) et (¢,0') engendre la méme loi on a X .0 = X0 et 021, = 01, dou 0 = o’ et

Xb0=X0 = X (0-0)=0, = 0—0 € Ker(X,)

et on a donc besoin de supposer que Ker(X,) = {0,}.

Enfin, comme pour le modele linéaire simple on définit les résidus du modele de la fagon suivante.
Définition 14

Soit § un estimateur de 0. On note Ui = éo + élx@l 4+ -+ épxiﬁp la valeur de y; estimée par
le modele et Y = X0 le vecteur des ;. On appelle y; — y; le i-éme résidu et Y — Y le
vecteur des résidus.

2 Estimation des parametres

a Estimation par maximum de vraisemblance

Proposition 15

Les estimateurs du maximum de vraisemblance de 0 et o2 existent, sont unique et vérifient

~ 1 N
0=(XX)'('X.Y) et 6°=—||Y - Y3
n

Afin de calculer le maximum de vraisemblance on va devoir trouver le maximum d’une fonction
a plusieurs variables. Pour cela, on va s’aider des résultats suivants.

Lemme 16

e Soient v € R? et f : RY — R Ia fonction définie par f(x) = (v,z). Alors, pour tout
z€RYonaVf(r)=vet H(f)(x) = 0gxq 0l Ogxq est la matrice nulle de taille d x d.

e Soient M € Sy(R) et f: RY — R la fonction définie par f(z) = (x, Mx). Alors, pour
tout x € R? on a Vf(z) = 2Mz et H(f)(z) = 2M.

)

Démonstration : e On a f(x) = Zle v;x; done, pour tout 7,5 € {1,--- ,d} on a ag—a(;f) =

et % = 0 ce qui prouve le résultat.

e Ona f(z) = Ef’jzl xiM; jz;. Soit ¢ € {1,--- ,d}, on peut écrire

n n n
fla) = afMig + Y wiMijuy + ) aiMjgwi+ ) a;Mjpa.
j=1 j=1 k=1
i#i J#i Jokti
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En utilisant la symétrie de M on obtient

of(z . S -
8( .) =22 Mg + Y Mijwj + ) ajMj; =2 Mijx; = 2(Ma);
L j=1 =1 j=1
J# J#i
, 0 f(z
et Vje{l,---,d}, Bacf(;x) =2Mij. m
i0;

Remarque: Ce résultat est 'analogue multidimensionnel du fait que si f(z) = ax alors f/'(z) = a
et f"(x) =0et si f(z) = az? alors f'(x) = 2az et f’(z) = 2a.
On revient maintenant au calcul des estimateurs du maximum de vraisemblance.

Démonstration de la Proposition 15: Les observations de Y sont issues d'une loi N}, (X6, 021'”)
donc, si on note fy 2 la densité de cette loi, on obtient

1
(27)"/2/det

1 1 )

La log-vraisemblance du modele est donc

L(0,0°|Y) = fy2(Y) =

ETnta (-i(y X6, (021, (Y — X60)>>

L(0,0%) = ,g log(2m02) — ——||Y — X.0||2.

1
oyl
Pour un o fixé, maximiser £(#,0?) par rapport a 6 revient & minimiser la fonction g(f) =
|Y — X.0||> qui ne dépend pas de o. L'EMV @ de 6 est donc le minimiseur de cette fonction
et TEMV 62 de o2 est donc le parameétre qui maximise la fonction ¢ : s [,(é, s).

Calcul de 0 :
On cherche 6 qui minimise
g(0) = ||Y — Xeh|2 = (Y — X0,Y — X.0) = (YY) — 2(Y, Xc0) + (X 0, X.0)
=[[Y]|? - 2(' XY, 0) + (0," X X.0).
A Taide du lemme 16 on peut calculer le gradient et la Hessienne de g par rapport a 6 :
Vg(0) = —2'X.Y +2'X. X0 et H(g)(0) =2'X.Xe.

On remarque que H(g)(#) est une matrice symétrique semi-définie positive. Par hypothese
on a que ‘X, X, est inversible donc H(g)(f) est définie positive et donc g est une fonction
strictement convexe. De plus,

Vo) =0 & —2'X.Y +2'X.X.0=0 & 0=(_"X.X)"'(X.Y).

La fonction g posséde donc un unique minimum global en § = (*X.X,) 1 (*X,Y).
Calcul de 62 :

On a ; X A ) 1 A
§() =gt 5V = VB == (s - LIy - V1)
La fonction ¢ possede donc le tableau de variations suivant :
° 0 Y =Y +00
¢'(s) >0 0 <0

3(s) T

On en déduit alors que ¢ a un unique maximum en 62 = 1|y — V|[3. |
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b Autres méthodes d’estimation

Une fagon plus générale de voir le probleme de régression linéaire est de retirer 'hypothese
de normalité des erreurs. On considere alors que les données vérifient

€1
Y=X0+coue=
En

avec les ; i.i.d. centrés et de méme variance o2 mais pas forcement Gaussien. Dans ce cas-1a

deux facons classiques d’ajuster le modele sont les suivantes.

Méthode des moindres carrés
La méthode des moindre carrés consiste a choisir ¢ afin d’avoir les résidus les plus faibles
possibles. On cherche alors & minimiser ||Y" — Y||? et on retrouve

0=("X.X.)"XY

avec les méme calculs que pour 'EMV.

Estimateur BLUE

Définition 17

Un estimateur de 6 sous la forme § = CY pour une certaine matrice C' est appelé un
estimateur linéaire.

On a E[f] = CE[Y] = CX.6 donc f est non biaisé lorsque C' X0 = 6 pour tout #. Autrement
dit, lorsque C X, = I41.

Définition 18

Un estimateur non-biaisé de 6 sous la forme § = C'Y et dont la variance moyenne est minimal
parmi les estimateurs de cette forme est dit BLUE (Best linear unbiaised estimator).

Théoréeme 19 (Gauss-Markov)
L'estimateur 6 = (*X.X.)"*(*X,Y) est BLUE.

Démonstration: Soit C' = (!X.X.) ' X, + D pour une certaine matrice D de taille (p+1) x n.
On note 6 = CY et ' = (*X.X.) " X.Y. Comme on impose la condition C X, = I,41 et que
CXAe = I,11 + DX, alors DX, est la matrice nulle. On calcule ensuite la matrice de variance
de 6 :

Var() = Var(CY)
= CVar(Y)'C
= o2C'C
= 0 (("XeXe) "' Xe + D) (Xe('XcXe) ™' +'D)
= o2 (((X X)X X (P X X))+ DX (P X Xe) ™ + (X X)X D + D'D)
o*((*X.X.)™' + D'D)

Comme Destimateur @ correspond au cas ot D est la matrie nulle alors Var(d') = 02(*X,X,) !
et donc
Var(f) = Var(¢') + o>D'D.
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Le variance moyenne des 6; est donc

1 & N 1 N 1 A o?
——) Var(;) = Tr(Var(d)) = T o' Tr(D'D
pg 2 Var(0) = T Var(0) = T (Var(0) + T TH(D'D)
1 L 0! 02 t
= — ~ Tr(D'D
p+1§Var(91)—l—p+1 r( )
et comme DD est semi-définie positive alors Tr(D!D) > 0 ce qui prouve le résultat. |
Remarques:

e Dii a ce résultat, 'estimateur 0 = (*X.X.) "1 (*X.Y) est souvent appelé I'estimateur de
Gauss-Markov.

e Ces résultats montrent que I'estimateur de 6 obtenu par maximum de vraisemblance reste
un bon estimateur méme sans I’hypothese de normalité des erreurs.

3 Loi des estimateurs
Proposition 20

0~ N1 (0,02 (' X X))

Démonstration: Comme Y = X0 + ¢ alors
0=("XX) (' XeY) = ("X X)) T (P Xe(Xeb + €) = 0+ (X X)) (P Xet).
Or, & ~ N, (0,,0%1,) done (P X X.) 1 (tXee) ~ Nip(0n, X) ot

Y= (tXeXe)_l(tXe)(UZIn)t((tXeXe)_l(tXe))
=02 (' X Xe) X X)) (X X)) = 02 (PX X)L

On obtient donc bien 6 ~ Npi1(0,02(P X Xe)™1). [ ]

Remarques:

e O est non biaisé.

Iy
e Sion se place dans le cas ot on a p = 1 variable explicative quantitative X = [ : | alors
Tn
1 T
X = : | et donc
1 =z,
XX, = (L i
ST Y
1 S a— Sy
= (X X) ! = i=1 % i=1 z)
( ) n Yy — (X i) <_ i=1Li n
1 (X -X
t -1
= ("X X)) T =— | =
( ) nvar(X) (—X 1 )

et on retrouve les résultats du modele linéaire simple.
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e Sip =1 alors "X X, est inversible ssi var(X) > 0 ce qui est bien ’hypothése du modeéle
linéaire simple.

Afin d’établir la loi de o2 on établit d’abord le résultat général suivant que 1’on utilisera plusieurs
fois par la suite. On rappelle qu’on note Pg la projection orthogonal sur un ensemble E et
que la projection orthogonale sur I’espace engendré par les colonnes d’une matrice M s’écrit

MEMM)= M.
Proposition 21

Soit E I'espace vectoriel engendré par les colonnes de X, et qui contient donc Vect(1,). On
pose G le complément orthogonal de Vect(1,) dans E. Alors :

Y=V =Pp(Y), Y =YL, = Pe(Y) et Y = Y1, = Pyey, . (V).

Démonstration: On a
Y = X0 =X (X X)X, Y = Pg(Y)

dot Y =Y = P, (Y). De plus, on a

y_1ly V1) o
Y=u i = = Y1, =P v
n ;% (1, 1,) n Vect(1n)( )
d'o Y — Y1, = Pg(Y) et Y = V1, = Pygeq, ) (V) _

Corollaire 22

Y =YL = 1Y = VI + Y = V13

1 €L €L 1
Démonstration: Comme E = Vect(1l,) ® G alors R" = E® E+ = Vect(1,) © G ® E*+ donc
L
Vect(1,)t = G @ E* et par le théoréme de Pythagore on en déduit

1Pyect 1,y (NIE = P13 + [ Pe (YV)]3,

d’ou le résultat. [ |

Remarque:
n

1Y =Y 1,[5=> (yi — Y)?* = nvar(Y).
i=1
Y —1_/1nﬂg correspond aussi a l'inertie totale des y;. [|[Y —Y||2 est appelé I'inertie des résidus
et ||Y — Y1,]|3 est appelé inertie expliquée par la régression linéaire. Cela motive la
définition suivante d’un critere de qualité du modele.

Définition 23

On définit le R?> d’un modéle linéaire par la proportion de I'inertie totale expliquée par la
régression linéaire :

o Y =YL Y -V

= _ = € (0,1].
lY —Y1,]3 nvar(Y) 0,1]

Remarque: Plus le R? est proche de 1, plus le modele est bien ajusté.
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Proposition 24

De plus, 0 est indépendant de 2.

Démonstration: Ona Y = X0 +¢ et X 0 € Im(X,) = E donc
Y—Y == PEL(Y) == PEL(g).

Or, par hypotheése la dimension de E est p + 1 donc la dimension de E+ est n — (p + 1) donc
par le théoréme de Cochran on en déduit

Y—?Z Pri (e 2
H > ||2: || E g )H2NX2(TL—(]3+1))

g

et on en déduit que Y — }7, et donc 62, est indépendant de Pg(e) = YV = Xeé et doncde §. W

g

Remarque: On a E {%2} =n—(p+1) donc E[6?] = Ma et donc 62 est biaisé.

On définit alors une version corrigée de I’estimateur de o2.
Définition 25

On définit

~9 n ) 1 o112
g~ = g = Y—Y
n—(p+1) n—(p—i—l)” I3

qui est un estimateur non biaisé de o?. 11 vérifie

=@ H DT - (1)

et est indépendant de 0.

4 Intervalles de confiance et tests pour le modele
a Intervalles de confiance et tests de nullité des 91

On a déja vu que 0; ~ N (0;,025;41,41) avee & = ('X.X,) ! pour i € {0,--- ,p} et que 52
est indépendant de #;. On a donc

b vy e EEDT e )
g ZH—I i+1 g
6;—0;
VorDip1ie 9 —0; p+ 1))
(n—(P-i-l))gQ 021
=1z Vo T

On obtient donc un intervalle de confiance exact de risque o pour 6; :

IC_o(6;) = {‘9 :I:t1 a(/in;l))\/&QEi-i-l,i-i-l}-

De plus, si on souhaite tester I'hypothese Hg : 6; = 0 contre H; : 6; # 0 alors on pose la
statistique

donc

A

0;

\/ 0'22i+1,i+1

T =
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Sous Hy on a en général T'~ T (n — (p+ 1)) et sous Hy on a |T'| = 4o00. On rejette donc H,

lorsque |T'| > tgri;(/l;ﬂ)).

b Test de nullité de combinaisons linéaires de parameétres

Maintenant, on suppose que 1'on cherche a tester la nullité d’une (ou plusieurs) combinaisons
linéaires non liées de parametres. Les hypotheses du test s’écrivent alors sous la forme

Ho : CO =0, contre H;p:CO # O,

ou C est une matrice de taille £ x (p + 1) de rang plein.

FExemple: Si p = 2 et qu’on souhaite tester si 8y + 6, = 0 et 0, — 6; = 0 en méme temps alors
cela revient a tester
62 ()6
1| = .
0 11 0, 0

Pour faire ce test on va avoir besoin de la loi de Fisher.
Définition 26

Soit X ~ x?(n) et Y ~ x?(m) deux variables aléatoires indépendantes. On appelle loi de
Fisher a n degrés de liberté au numérateur et m degrés de liberté au dénominateur, notée
F(n,m), la loi sur [0,+o0[ de la variable

X/n
Y/m’

Proposition 27

Sous Hg la statistique A A
(Co, (CxtC)~1C0)

F=
ko?

suit une loi de Fisher F(k,n — (p+ 1)).

Démonstration: On sait déja que 52 et 6 sont indépendants et que

(n—(p+1))5°
g2

~x*(n—(p+1)).
De plus,

(€O, (Ccx'e)tod) = (cxle)2eh, (cxto) 2oy = ||(cxte) Vo) 3,
ce qui explique pourquoi F est a valeur positive. Or, on a 0 ~ Np+1(8,0%%) donc

(CE'C)T2Ch ~N((CE'C) 200, o* (CSi o)~ 2esl (Cxie) 2 C)
~N((CSte) V208, o2 (Ccxte)~2esto(cste) T ?)
~NL(CSIC) V200, 0%1).
Sous Ho on a CO = 0y, donc (CXLLC)1/2CH ~ N (0, 021;,) d’ott

Coxto)1209)2
¢ ) 13 (k).

o2
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En conséquence, on en déduit que

l(cste) /2|2
ko2 ~ -
e~ 7= (L)
(n—(p+1))o?

et en simplifiant la fraction ¢a nous donne le résultat attendu. |

On remarque que sous H; la variable (C'SC)~/2CH a pour espérance (CXIC) /200 qui est
non nul. En général F' a tendance a prendre de grande valeurs sous H;. On rejette donc Hy au
risque « lorsque F' est plus grand que le quantile d’ordre 1 — « de la loi F(k,n— (p+1)). C’est
ce qu’on appelle le test de Wald.

FExemple: Si on reprend les 433 données de taille de femme de Sir Francis Galton alors on peut
considérer deux modeles de dépendance entre la taille des enfants Y;, celle de la mere z; et celle
du pere z; :

e Un modele linéaire multiple entre toutes les variables :
Y, =00+ 01x; + 05z + €.
e Un modele linéaire simple entre la taille des enfants et la taille moyenne des parents :
Y; = po + pa (s + 2) /2 + &5

On remarque que si #; = 6, alors le premier modele est équivalent au deuxieme en prenant
to = By et puy = 20, = 26,. On veut donc tester 'hypothese ; = 65 pour ce premier modele
ce qui revient a faire un test de Wald avec C' = (0,1, —1). On trouve alors F' ~ 2.7. Or, le
quantile d’ordre 0.95 de la loi F(1,433 — (24 1)) est ~ 3.86 donc on ne rejette pas 'hypothese
que 6; = 05 et donc qu’on peut utiliser le deuxiéme modele plus simple.

c Intervalle de prédiction

On considere que 'on observe une nouvelle valeur (2,411, -, Zn11,) des variables explica-
tives mais que 1’on ne connait pas la valeur y,,; de la variable d’intérét associée. On considere
que c’est la réalisation d’une variable aléatoire

p
Yo =06+ Z 0;Tnt1,; + Entt
=1

ol g,41 est indépendant et de méme loi que les ;. On va donc estimer y,,.1 par
A p A
Yn+1 = 90 + Z ejajn-ﬁ—ld‘
Jj=1

Proposition 28

Soit v = (1,Znt11," ", Tnt1p). Alors un intervalle de confiance exact de risque a pour Yy, 1,
appelé intervalle de prédiction, est

gjnHitgﬁ;(/p;l))&\/l+U(tXeXe)’”U _
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Démonstration: Ona .1 = v et donc 41— Yni1 = v(0—0)+e,41. Comme 8 ~ N, 11(6, 02(* X X))
alors

v(0 - 0) ~ N(0,0%v(" X X,) " Ho).
Comme v(é — 0) dépend juste de 0 et donc de ¢ alors v(é — 0) est indépendant de £,,4; d’ou
Jnt1 — Ynp1 = 0(0 — 0) + g1 ~ N(0,0%(1 + v(* X Xe) "))
et donc

~ N(0,1).
o1+ v(tX . X) Ty 0.1)

On a vu que ¢ est indépendant de 0. De plus, comme & est construit a partir de € alors il est
aussi indépendant de €,,41 donc & est indépendant de §,41 — Ynp41. On en déduit alors :

gn+l_Yn+l
cf\/l—i—v(tXeXe)*“U In+1 — Yni1
~Tn—-(p+1)) = ~Tn—(p+1
(n(p+1))52 ( (p )) 5\/1 + U(tXeXe)iltU ( (p ))
(n(p+1))o?
et donc
Unt+1 — Ynt1 (n—(p+1))
P <t =1—«
( V1 + 0 X X,) | 17e/?
d’ou en découle I'intervalle de prédiction. |

FExemple: On donne ¢i-dessous une illustration de cet intervalle de prédiction pour la régression
linéaire simple sur un petit jeu de données. On peut voir que la prédiction est de plus en
plus imprécise au fur & mesure que 1’on essaye de prédire ce qui se passe sur des données tres
différentes de celles du jeu de données.

—— Droite de régression
Intervalle de prédiction 4 95%

5 Qualité d’ajustement du modele
a Comparaison au modele vide

Un cas particulier important des tests de Wald est le test de I'hypothese 6, = --- = 6, = 0.
Autrement dit, on teste s’il y a une différence significative entre le modele qui prend en compte
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toute les variables explicatives et le modele qui les ignore toutes et possede juste un intercept
(appelé le modeéle vide). Cela revient donc a tester la nullité de C0 avec

01 --- 0
C=|[: + . ¢
00 --- 1

qui est de taille p x (p+1). La statistique F' correspondante sera donc comparée aux quantiles
de la loi F(p,n — (p+1)).

b Le R? ajusté
On a vu qu'un critére de qualité du modele qui apparait naturellement est le R? :

Iy -yp

R*=1
nvar(Y)

€ [0, 1].

A noter que dans le cas de la régression linéaire simple alors le R? correspond a la corrélation
entre X et Y :

Proposition 29

I
Si on se place dans le cas oti on a p = 1 variable explicative quantitative X = | : | alors

Tn

R* = corr(X,Y)?.

Démonstration: En reprenant les notations du modele linéaire simple on a Y =aX + B 1,. Or,
=Y —aX dou
[V =Y = [[(Y = Y1,) — &(X — X1,)[?
= |V =Y 1,|? + &% X — X1,]|* = 24(Y —Y1,,X — X1,)

cov(X,Y)? cov(X,Y)
= Y)+ ———— X)—2———= XY
var(Y) + var(X)? var(X) var(X) cov(X,Y)
cov(X,Y)?
= y)- 2 )
var(Y) var(X)
et donc o )
1-— Y — Y] _ _cov(X,Y) = corr(X, Y)Z. u

nvar(Y)  var(X)var(Y)

Plus R? est proche de 1 plus le modele est bien ajusté. Néanmoins, le R? a tendance a naturel-
lement augmenter avec le nombre de variables explicatives. C’est dii au fait que

E[nvar(Y)] = (n — 1)o? et E[|Y = Y|?] = (n — (p + 1))o>.

Du coup, quand p augmente alors ||Y — Y||2 va diminuer mais cela ne vas pas affecter var(Y)
ce qui va entrainer une augmentation du R?. Afin de compenser ce phénomeéne on utilise une
version modifiée du R? appelée le R? ajusté.

Définition 30

On définit le R? ajusté d’'un modéle linéaire par

Remarque: Le R? ajusté est tgus le temps ]HMS‘p&HtZ /et IR d0)il peut prendre des valeurs
négatives. ajuste nvar(Y)/(n — 1)
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¢ Analyse des résidus

Lorsqu’on fait une régression linéaire on considere plusieurs hypotheses :
e E[Y;] est une fonction linéaire des variables explicatives.

e Les termes d’erreur ¢; sont additifs.

e Les termes d’erreur ¢; sont indépendants.

e Les termes d’erreur ¢; sont de loi normale.

e Les termes d’erreur ¢; ont la méme variance.

Il existe plusieurs moyens de voir si ces hypotheses ont 'air d’étre vérifiée sur les données en
s’intéressant au comportement des résidus y; —¢; comme estimateur des €;. Par exemple, comme
on avuque Y — Y est indépendant de é, et donc de Y = Xeé, alors on peut regarder le nuage
de points des résidus y; — 7; en fonction des valeurs prédites ¢;. Normalement, il ne devrait pas
y avoir de comportement particulier apparaitre. Un autre outil utile est les résidus renormalisés
par un estimateur de leur écart-type appelé les résidus standardisés

Proposition 31

Le vecteur des résidus Y — Y vérifie

Y =Y ~ Ny (0, 03I, — X (X X)THXL)).

Démonstration: On a vu dans la preuve de la proposition 21 que
Y -V = (I, — X.(‘X. X)X, )e.
Si on pose P = (I, — Xc(* X X.) ' X,) qui est une matrice symétrique de projection alors

Y =Y ~ N, (PO, P(c*I,)PT) = Y =Y ~ N,,(0,,02P).

Il en vient deux facons naturelles de renormaliser les résidus.
Définition 32
Soit h; la i-éme valeur de la diagonale de la matrice X.(*X.X.)™'* X, appelé I’effet de levier

(leverage score en anglais). On définit le i-eme résidu standardisé (ou studentisé
interne) par

Y, -,
a1 —h;
On définit le i-éme résidu studentisé externe par
Y- Y
——F——~ T —(p+1)),
o_; 1— hz

ol 0_; est 'estimation de sigma obtenue par la régression linéaire sur tous les individus sauf
le 1-éme.

Remarque: Comme 7 et Y; — Y; dépendent de ¢; alors ces deux quantités ne sont pas forcement
indépendantes. C’est pour ¢a qu’on ne connait pas la loi des résidus standardisés. Néanmoins,
si n est assez grand, cette loi est proche d'une loi de Student (et donc d’une loi normale). A
I'inverse, on connait la loi exacte des résidus studentisés externe mais pour les utiliser on doit
calculer tous les 6_; ce qui peut prendre du temps.
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On peut donc regarder un QQ-plot de ces résidus standardisés et si le modele est bon on
doit voir quelque chose similaire a une loi normale. On peut aussi regarder un plot des rési-
dus standardisés en fonction des valeurs prédites et il ne doit pas apparaitre comportements
particuliers.

6 Exemple d’application sur R

Comme exemple on utilisera des données de composition et de propriétés mécaniques de n =
312 aciers. On s’intéresse a modéliser la résistance a la traction (en mégapascal) de ces aciers,
c’est a dire la force d’étirement nécessaire pour les casser, en fonction de leurs compositions (en
%) de p = 13 atomes : C, Mn, Si, Cr, Ni, Mo, V, N, Nb, Co, W, Al, Ti.

C Mn Si Cr Ni Mo Vv N Nb Co W Al Ti  Résist. Traction

0.02 0.05 005 001 19.70 295 0.01 0.00 0.01 15.00 0.00 0.15 1.55 2473.50
0.18 0.01 0.01 1344 0.01 3.01 046 0.04 0.01 1946 2.35 0.04 0.00 1929.20
0.00 0.01 0.01 867 1345 082 0.01 0.00 0.01 13.90 0.00 0.39 0.57 1871.80
0.01 0.056 005 001 1770 395 0.01 0.00 0.01 15.00 0.00 0.13 1.47 2514.90
0.01 0.05 0.06 0.01 1940 145 0.01 0.00 0.01 1490 0.00 0.13 1.55 2315.00

0.19 0.02 049 1256 094 196 0.01 0.00 0.01 20.10 0.00 0.03 0.00 1779.50

On montre ¢i-dessous le résultat d’une régression linéaire sur R de la résistance a la traction
en fonction des proportions de chaque atome dans ’acier.

call:
Im(formula = Résistance.Traction ~ ., data = dat)
Residuals:
Min 10 Median 30 Max ———————————— Description des résidus
-687.81 -B5.95 7.88 120.38 511.57

Estimation des 6;. F Statistique T du test de nullité des 0;.
Coefficients: |
Estimate [Std. Error|t value|Pr(=|t|)
(Intercept)| B61.272 135.951 65.335(8.73e-10 ***
Carbone 2172.087 204.647| 18.614| = 2e-16 #**
Manganese 16.852 38.373 8.555| 0.57942
Silicone 59.838 21.778 3.207| 0.00149 **
Chrome B.712 6.268 1.398| @.16559
Nickel B.055 T7.183 1.134| 0.25769
Molybdene 12.491 8.279 1.589| @.13243
Vanadium 56.763 28.151 2.016( 0.04465 *
Azote 3839.647 724.231 4,197 (3.57e-05 ***
Niobium -13.369 72.317| -8.185| 0.85345
Cobalt 24.747 2.335| 108.596| = 2e-16 #***
Tungstene 10.854 13.420 8.812( ©.41757
Aluminium 236.625 43.952 5.384|1.48e-07 ***
Titane 398.323 29.693| 13.415| = 2e-16 #*#
Ecart-type des é, Signif. codes: @ “oe’ [D.‘EIEJI Cewr gLgl cx’ EI.B\—>5 el 1 p-valeur du test de nullité des é,
o’ Residual standard error: L;ggjontgggjdegrees of freedom n—p+tl
. Multiple R-squared: IB 687, Adjusted R-squared: _El [ 9.6733] . .
R? F-staiistic-q 50.3|on|13 and 298 ng p- valu: T [< 2.2¢-16] R? ajusté
petn—p+1

p-valeur du test de significativité du modele

Statistique F' du test de significativité du modele
On peut faire les remarques suivantes :

e Le modele est assez bien ajusté (R? ajusté de 0.67) et il est significativement meilleur que
le modele vide (p-valeur < 2.2 x 10719).

e Les variables ayant un effet significatif dans le modele sur la résistance a la traction de
I’acier sont : la proportion en carbone (p-valeur < 2.2 x 107!6), la proportion en silicone
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(p-valeur = 0.0015), la proportion en vanadium (p-valeur = 0.045), la proportion en azote
(p-valeur = 3.6 x 107°), la proportion en cobalt (p-valeur < 2.2 x 1071¢), la proportion en
aluminium (p-valeur = 1.48 x 10~7) et la proportion en titane (p-valeur < 2.2 x 10716).
L’intercept est aussi significatif (p-valeur = 8.7 x 10719).

e Toutes ces variables ont un coefficient positif. Ca veut dire que, a proportion fixée pour les
autres éléments, une augmentation de la proportion de ces atomes augmente la résistance
a la traction de I'acier.

IV Analyse de la variance (ANOVA)

1 Ecriture du modéle

On consideére toujours que la variable d’intérét Y est quantitative mais on suppose mainte-
nant qu’on a une unique variable explicative X qui est qualitative avec J > 2 modalités qu’on
numérote 1 a J. Le modele ANOVA consiste a supposer que lorsque z; = j alors y; est la
réalisation d’une variable aléatoire Y; ~ N (6;,0?%) avec indépendance entre les Y;.

Si on note 1;; la variable qui vaut 1 si I'individu ¢ possede la modalité j et 0 sinon alors on a

Y; = 9111"1 + -+ 9[]11'7J + & ou E; N(O,O'Z) ii.d.

ISW;
On retrouve bien un modele linéaire pour les variables 1, ; = : mais sans intercept.
Ln;

Remarque: Comme 1;;+---+1; ; = 1 alors il est aussi possible de faire apparaitre un intercept
en posant
po =0 01 = 1 + o
1 =06, —0; :
. <~ ’
: 071 =py1+ po
pyj—1="0;_1—0, 07 = po

ce qui donne

Yi=0lii+--+0,1,,+¢;
= (1 +po)Lin + -4 (py—1 + po)Li g1 + pols g + ¢
=po+mlin+ -+ pyoali g

Dans ce cas-la, une modalité est mise de coté. Elle est appelée la modalité de référence. Les
coeflicients associés aux variables correspondent alors a la différence entre les vrais coefficients
et celui de la modalité de référence.

La facon classique de traiter le modele ANOVA est de regrouper les individus selon les modalités
qu’ils possedent. On note n; le nombre d’individus possédant la modalité j et y; ; la valeur de

la variable Y pour le i-éme individu possédant la modalité j. y; ; est donc la simulation d’une
variable Y; ; ~ N (0;,0?). Le modele ANOVA s’écrit alors sous la forme

Y = X0 +e.
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avec

Yia 1 0 0

Yn1,1 1 0 0

Y%’Q 1 ! 0,

_ : . : | N )
Y= Yoo |’ X = 0 1 ol 0=1": et € ~ N, (0,,0°1,).

) ) 0,

Yig 0 - 0 1

YTZJ,J 0 0 1

Définition 33

On note §; ; = 91 la valeur de y; ; estimée par le modeéle. On note alors Y — Y le vecteur des
résidus avec .

Définition 34
On note Y, ; = ni 121 Y, ; la moyenne des Y; j pouri € {1,--- ,n;} (la moyenne des valeurs
J

de Y pour les individus avec la modalité j) et Y la moyenne de tous les Y; ;.

2 Estimation et loi des parametres

Proposition 35

On suppose que n; > 1 pour tout j.

o L’estimateur du maximum de vraisemblance de chaque 0; est éj =Y, ;. De plus, les
2

éj sont indépendants de loi éj ~N (Gj ”—)

) n]
e L'estimateur du maximum de vraisemblance de o est 6° = +||Y —Y|3. De plus, 6

est indépendant de 0 et
~2
o

n— ~ x*(n—J).

o2

Démonstration: Le résultat sur ¢ est une conséquence directe du résultat sur les modeles li-
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néaires multiples. Pour les 6; on cherche a calculer § = (tXX)"''XY.Ona

1 0 --- 0
1 0 0
1 1 0 0 1 0 " 0
ey 1 1 0 0 ; !
: 0 1 of
0 0 0 0 1 1 : 0 "
0 0 1
0 0 1
1/711 0
qui est bien inversible d’inverse (‘X X)~! = . De plus,
0 1/?1[
Y11
: n
ynl,l Zylvl
1 10 -0 -0 --- 0 Y12 o
0 0 1 1 0 0 : Yi,2
tXY _ ) — 'L:ZI !
: yn272 .
0 0 0 0 1 1 : ny
Y1,J Zyz‘,J
. i=1
yn(;,J
et donc
1 &
ny izzlyz‘,l -
QZ(tXX)_ltXYZ = = VjE{l,"',J}, ej:)/;’j'
1 o YO,J
— Zyz‘,J
i

De plus, comme § ~ N7(0,02(!X X)) et (!X X)~! est diagonale alors les éj sont indépendants
et de variance o2 /n;. |

3 Le test ANOVA

Le modele ANOVA est en général utilisé lorsqu’on cherche s’il y a une différence significative
entre la moyenne des individus séparés par modalités. Autrement dit, I’hypotheése que 1’on
souhaite tester est

HO : {91 == 0]} contre Hl . {E'Z,j tq 92 §£ 93}
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Remarque: On peut réécrire 'hypothese Hy comme la nullité de J — 1 combinaison linéaires :

92—01:0;
03 — 0, = 0;
QJ—91:O

Ce test est donc équivalent au test de Wald de la nullité de C'6 ou

11 0 -0
C = 0
: o 00

Dans ce cas-la, la statistique du test de Wald a une forme bien particuliere que 1’on va expliciter

Néanmoins, il se trouve que la statistique du test de Wald peut étre mise sous une forme
bien particuliere qui s’interprete bien. Afin de voir apparaitre ces quantités "bien interprétables”
on va voir une fagon alternative d’arriver au test de Wald. Pour cela on commence par définir
les quantités suivantes :

Définition 36

e On appelle somme des carrées la quantité :
J nj o L
SC=3 > (Yi;-Y) =Y -YLl;
j=1i=1
e On appelle somme des carrées intraclasse la quantité :
J nj L R
SCintra = ZZ(Y;,J - Y',j)Q = HY - YH%

j=1i=1

e On appelle somme des carrées interclasse la quantité :

J
Scinter = an(YvO,j - Y)2 = HY - Yln”%
j=1

Remarque: On a vu que la somme des carrées intraclasse correspond aussi a l'inertie des résidus
et la somme des carrées interclasse correspond aussi a l'inertie expliquée par le modele linéaire.

On a aussi déja montré que ces quantités vérifient :
Proposition 37

SC = Scintra + SCinter

On a aussi vu que chacune de ces quantités s’écrit comme la norme d’une projection de Y. En
exploitant cette propriété on obtient le résultat suivant.

Théoréme 38
Sous I’hypotheése Hq les variables aléatoires SCipira €t SCinter Sont indépendantes de loi
SCmtm SCinteT

2

o2

X’(n—J) et (J —1).
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Démonstration: On a déja montré que si on pose F 'espace vectoriel engendré par les colonnes
de X (et qui contient donc Vect(1,)) et G le complément orthogonal de Vect(1,) dans E alors

SCintra = || Pp1 (Y)H% et SCinter = HPG(Y)H%
On a aussi vu que X0 € E donc
PEJ_(Y) = PEL(X0+5) = PEJ_(g).

Maintenant, sous H on a que les ; sont constant et donc 6 € Vect(1,). Or, on vérifie facilement
que X0 est aussi un vecteur constant donc X6 € Vect(1,) d’ou

Pe(Y) = Po(X0+¢) = Pa(e).

Comme E1 et G sont orthogonaux de dimensions respectives n—J et J—1 et e ~ N, (0, O'QIn)
alors par le théoréeme de Cochran on en déduit que Pgi(e) et Pg(e) sont indépendants et

vérifient ) )
M et ||PG(2E)||2 NXQ(J—l),
o o

d’ou le résultat. [ |

~ X (n =)

Remarque: En conséquence des deux résultats précédents on en déduit que i—? ~x}(n—1).

Corollaire 39
Sous I’hypothése Hy, la statistique

o SCinter/<J - 1)

F =
SCintra/(N - J)

suit la loi F(J —1,n—J).

On remarque que sous '’hypotheése H; alors il y aura au moins un i pour lequel Y;, > Y
n—-+0oo

et donc SCjpper — 00 et ' — 00. On va donc rejeter ’hypothese Hy au risque « lorsque F' est
plus grand que le quantile d’ordre 1 — « de la loi F(J — 1,n — J).

On résume en général le résultat d’ANOVA dans le tableau suivant :

Somme des carrées | Degrés de liberté ,
(SC) (DDL) Rapports SC/DDL | Résultat
Interclasse SCinter J—1 — SCJ'T?T F = %
Intraclasse SCintra n—J B = Sgi:lf]ra
Total SC n—1 %

On vérifie maintenant 1’équivalence avec le test de Wald.
Théoreme 40
Le test de Wald pour la matrice
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a pour statistique

o SCinter/(J - 1)

F= .
SCintra/(N - J)

Démonstration: Comme C est de taille (J — 1) x J alors la statistique du test de Wald s’écrit

(o, (Cxte)~teh)

N _(t —1
-5 ol ¥ =("XX)"\.

De plusA, on a vu que ?2 = 7Y - Y|? = AN%JiCmtm. Du coup, il ne reste plus qu’a vérifier
que (CO, (CT!C)~1CH) = SCinter. Comme 0; =Y, ; on en déduit que

d’out

I
M~
S
R
M~
S
S
X
)
M~
|3
2
+
I'Mk.
S
—
M~
3|3
bCD)
~
no

=1 i=1 j=1 i=1 j=1
J T s o I s 2
=Y nib; —2 > L0i0;+n | >0,
i=1 ij=1 " ="
S o2 3" MMa 4 3 Mg,
i=1 . i,j=1 n o i,j=1 n o
J T s o
:Znﬂf— Z ! ]019]
i=1 ij=1
~ ~ 1 A ~
= <97D6> - E<07M9>7

ou D est la matrice diagonale des n; et M; ; = n;nj. Maintenant, on peut écrire
(Ch, (cxte)red) = (B, 'c(cste) i ed)

donc il suffit de prouver que ‘C(CE'C)™'C = D — LM pour conclure. On a déja vu que
Y = (!X X)! est la matrice diagonale des 1/n; donc

1 1 1, 1 1 1
-1 L1 0O --- 0 e - -
: .. .. : 1 ST .
cx=| 0 T i S ome=]| M owm T
: Lo : 1
ni
1 1 1 1 1 1
a0 0 7 ) el
c’est a dire .
1 ... 1 n2 0 0
: 1 0o L
cY'C = — . + n3
n1
1 .- 1
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Ensuite, on pose D’ la matrice diagonale de ng,---,n; et M’ tel que M;; = n;y1n;j11 alors,

en utilisant le fait que ngy + -+ +ny = n — nq on obtient

) . 1 ... 1 n% 0 g 0
(D/_M/><02t0>= — ]+ -
1 1 0 s 0 ny
TL% e NNy ng -+ Ny n9 ng
1 . 1 n-—ni
— : = — - + IJfl
n ) ni nny
njng - ny ng -+ Ny 9 ngj
n9 nyj
1
-——1: =15
n
no ngj
Donc (CE!C)~! = D' — 1 M'. Maintenant,
—MNn2 N2 0 s 0 9
1 0 : —ng(n—n1)  nj nang
(cxte)~tc =p'Cc-——-M'C = S : :
n n
' : 0 —nj(n—n1) nyng n
—-ny 0 0 ny
donc !C(CEIC)LC est égal a
n—mip —Ng —Nj
—n9 ng 0 0 (n— n1)2 —na(n —ny) —nj(n—mnq)
0 . . . 1 _nQ(n_nl) n% non gy
: 0 —nj(n —mny) njng n%
—ng 0 0 ngy
0 0 0
0 no O 0 —ni(n —mn1) nang nJni
0 1 n2ny n% Non.J
= | -
-0 ngni ngng - 1§
0 0 0 ny
ni 0 . n? njny
= - E . . y
0 ny nym n3

ce qui conclue la preuve.

4 Exemple d’application sur R

On considere les données de larticle : Ilvonen, J.J. and Jukka, S., Phylogeny affects host’s
weight, immune response and parasitism in damselflies and dragonflies (2016), Royal Society

open science, 3, 160421.

contenant la longueur (en mm) des ailes de 486 libellules, males et femelles, de 19 especes

différentes.

On se demande s’il y a une différence significative de longueur des ailes selon le sexe et ’espece.
On peut représenter visuellement 1’effet d’une variable qualitative sur une variable quantitative
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Espece Sexe Aile
Aeshna grandis M 45.10
Aeshna grandis M 47.41
Aeshna grandis M 46.79
Aeshna grandis M 46.07
Aeshna grandis M 45.88
Aeshna grandis M 44.10

en regardant le boxplot de la variable quantitative séparée par les modalités de la variable

qualitative.
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FIGURE 1.1 — Diagramme en boite des longueurs d’aile des libellules séparés par espece (a

gauche) ou par sexe (& droite)

Visuellement on peut observer des grosses différences entre les espéces mais pas vraiment entre
les sexes. On cherche alors a tester ¢a en utilisant le modele ANOVA. Avec la fonction aov de
R on obtient les tables d’ANOVA suivantes qui confirment ce qu’on observe visuellement.

Df Sum Sg Mean Sq F value Pr(=F)
12 25440 2120.0 1478 <2e-16 **#
273 392 1.4

Espece
Residuals

Sexe
Residuals

Df Sum Sg Mean Sg F wvalue Pr(=F)
1 133 133.12 1.471 ©8.226
284 25699 98.49

Si on utilise la fonction Im pour faire le modele alors on obtient le résultat suivant selon qu’on

utilise un intercept ou pas.
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call: call:
Im(formula = Aile ~ Espece, data = dat) Im(formula = Alle ~ Espece - 1, data = dat)
Residuals: Residuals:
Min 10 Median 30 Max Min 10 Median 30 Max
-3.9364 -8.9378 ©.8338 ©.8776 3.2223 -3.9364 -0.9378 0.833@ ©.8776 3.2223
Coefficients: Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(=|t]) Estimate Std. Error t value Pr(=|t])
(Intercept) 45,8864 8.2554 179.697 < Ze-16 *#* EspecefAeshna grandis 45,8864 0.2554 179.78  <2e-16 ***
EspecelAeshna juncea -8.9632 8.3611 -2.667 ©.00811 ** Especeheshna juncea 44.9232 9.2554 175.93  <2e-16 #*%*
EspeceCalopteryx splendens -14.6177 0.3611 -40.478 < 2e-16 *** EspeceCalopteryx splendens 31.2686 0.2554 122.45 <2e-16 ***
EspeceCoenagrion armatum -27.5386 8.3611 -76.258 < 2e-16 *** EspeceCoenagrion armatum 18.3477 B.2554 71.85 <2e-16 ***
EspeceCoenagrion hastulatum -26.7700 0.3611 -74.129 < 2e-16 *#* EspeceCoenagrion hastulatum 19.1164 0.2554 T4.86 <2e-16 *w*
EspeceCoenagrion johanssoni -29.3982 @.3611 -81.487 < Ze-16 *** EspeceCoenagrion johanssoni 16.4882 0.2554 64.57 <2e-16 ***
EspeceCoenagrion pulchellum -25.4514 8.3611 -TO.478 < 2e-16 *** EspeceCoenagrion pulchellum 28.4350 0.2554 80.83 <2e-16 ***
EspeceEnallagma cyathigerum -26.8755 0.3611 -74.421 < 2e-16 *** EspeceEnallagma cyathigerum 19.0189 0.2554 74.45 <2e-16 *w*
Especelchnura elegans -26.9800 8.3611 -T4.711 < 2Ze-16 *#* Especelchnura elegans 18,9064 0.2554 T4.04  <2e-16 *H*
Especelestes sponsa -25.4286 B.3611 -78.415 < 2e-16 *** Especelestes sponsa 204577 ©.2554 80.11 <2e-16 *%*
Especeleucorrhinia dubia -19.29806 6.3611 -53.416 < Ze-16 *#+* Especeleucorrhinia dubia 26.5964 0.2554 184.16 <2e-16 ***
EspecePyrrhosoma nymphula -24.7700 0.3611 -68.591 < 2e-16 *** EspecePyrrhosoma nymphula 21.1164 0.2554 82.89 <2e-16 ***
EspeceSympetrum danae -21.7259 8.3611 -60.162 < 2e-16 *#** EspeceSympetrum danae 24,1605 8.2554 94.61 <2e-16 ***
Signif. codes: @ ‘#**’ g.@1 ‘**' .81 ‘*’ 0.85 *." 0.1 * ' 1 Signif. codes: @ ‘“#**' 9.1 ‘**' .81 ‘*’ 0.85 *." 0.1 * ' 1
Residual standard error: 1.198 on 273 degrees of freedom Residual standard error: 1.198 on 273 degrees of freedom
Multiple R-squared: @©.9848, Adjusted R-squared: @.9842 Multiple R-squared: ©.9981, Adjusted R-squared: ©6.998
F-statistic: 1478 on 12 and 273 DF, p-value: < 2.Ze-16 F-statistic: 1.105e+04 on 13 and 273 DF, p-value: < 2.2e-16
(a) Avec intercept (b) Sans intercept

On peut voir que si le modele a un intercept alors la variable associée a la modalité Aesha
juncea disparalt car elle est considérée comme modalité de référence. Les coefficients sont alors
modifiés comme expliqué précédemment.

V Analyse de la variance a deux facteurs

1 Ecriture du modéle

On considére maintenant que 'on a deux variables explicatives qualitatives avec J et K
modalités respectivement. De facon similaire a la section précédente, on note y; j; la valeur
de la variable d’intérét Y pour le ¢-ieme individu possédant la j-éme modalité de la premiere
variable explicative et la k-eme modalité de la deuxieme variable explicative.

A On fait ’hypothése qu’on a le méme nombre d’individu, noté I, possédant chaque paire de
modalité. On a donc n = I JK individus au total.

Dans le modele ANOVA a deux facteurs on suppose que y; jj est issu d'une variable
Yijre =t + o+ Bk + vk + Eijik

ot les &; jx sont i.i.d. de loi N(0,0?%). Les parametres du modeles sont les suivants :
e 1 : La moyenne générale (I'intercept)

e «; : Leffet différentiel (en écart a la moyenne) de la j-eme modalité de la premiere

variable.
e [ : L'effet différentiel (en écart a la moyenne) de la k-éme modalité de la seconde variable.
o 7, : L'effet d’interaction entre la j-¢me modalité de la premiere variable et la k-eme

modalité de la seconde variable.

Ces parametres doivent vérifier les contraintes suivantes :
J K J K
Z a; =0, Z Br =0, Z%}k = (0 pour tout k et Z v,k = 0 pour tout j.
j=1 k=1 j=1 k=1

Définition 41

! On note :
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e Y :la moyenne de la variable d’intérét.

e Y, . : la moyenne de la variable d’intérét pour les individus possédant la j-eme mo-
dalité de la premiére variable.

Yeor : la moyenne de la variable d’intérét pour les individus possédant la k-éme
modalité de la seconde variable.

Y. ;1 : la moyenne de la variable d’intérét pour les individus possédant la j-eme mo-
dalité de la premiére variable et la k-éme modalité de la seconde variable.

Les estimateurs des parametres du modele sont alors

A

f= ?7 Q= Y;,j,' — [t Bk = K,o,k B

=

et

ik = Yok — O — B — f=Yejr—Yejo—Year+Y.

2 Tests statistiques

On considere les trois hypotheses suivantes :

o Hi:{ay = =ay; =0}, cest a dire que la premiere variable qualitative n’a pas d’effet
sur Y.

o HP : {B == pBKr =0}, cest a dire que la deuxiéme variable qualitative n’a pas d’effet
sur Y.

o HS : {v;x = 0 pour tout j,k}, c’est & dire qu’il n’y a pas d’effet d’interaction entre les
variables.

Afin de faire les tests, on construit le tableau suivant :

SC DDL > | Résultat
J
Premier IKY (Yeje— Y)? J—1 A | Fa= %
=1
]K B
Deuxiéme IJY (Yeer—Y)? K—-1 B | Fp=73
k=1
JK B
Intéractions | I > (Yo, —Yejo— Yeerr +Y)’ | (J=1)(K —-1)| C |Foc=%
k=1
’ 1JK
Résidus > Yigr — Yo )’ (I-1)JK D
ij k=1
JI,J,K -
Total Yo (Yiju—Y)? IJK —1
igk=1

e On rejette Hi' au risque a si Fiy est plus grand que le quantile d’ordre 1 — o de la loi
F(J-1, (I -1)JK).

e On rejette HF au risque a si Fj est plus grand que le quantile d’ordre 1 — o de la loi
F(K -1, (I -1)JK).

e On rejette HS au risque a si Fi est plus grand que le quantile d’ordre 1 — « de la loi

F((T = 1)K 1), (I-1)JK).
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Exemple : On reprend l'exemple des libellules. On commence par visualiser le boxplot des
longueurs d’aile de libellules séparé par espece et par sexe en méme temps.
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On peut observer que contrairement a ce qu’on observe lorsqu’on regardait juste 'influence du
sexe seul sur les longueurs d’aile, le fait de prendre en compte les différence entre espece a 'air
de faire apparaitre une différence entre les sexes. On peut voir que les femelles ont tendance
a avoir des ailes au moins aussi grandes, voir méme plus grande, que les males. Néanmoins,
cette différence n’est pas toujours la méme selon 1'espéce ce qui montre 'existence d’'un effet
d’interaction entre le sexe et I’espéce. Appliquer un test ANOVA a deux facteurs sur ces données
démontre bien I'existence de ces effets.

Df Sum Sq Mean 5q F walue  Pr(sF)

Espece 12 25440 2120.08 2777.953 <= 2e-1g ##*
Sexe 1 133 133.1 174.431 = 2e-1g #***
Espece:Sexe 12 60 5.0 §.561 3.11e-1@ #**
Residuals 260 198 0.8

VI Sélection de modeéle

1 Présentation du probleme

On considere que 'on a p variables quantitatives. On appelle modeéle m un sous-ensemble
de {1,--- ,p} correspondant & la sélection d’un sous-ensemble des variables quantitatives et on



Université de Poitiers 2024,/2025 Modeles linéaires et généralisés M1 MFA/STDV

définit M C P({1,---,p}) un ensemble de modele. La régression linéaire pour un modele m
s’écrit
Vi=00+ > Oizij+e
JjEM

ol les ¢; sont i.i.d. de loi N'(0,0?) et les 6; sont non-nuls. Le modele s’écrit vectoriellement :

Y = XMmem 4,

On notera |m/| le cardinal de m et 0™, 5(m) et 5(M) les estimateurs des parametres pour le
modele m. On considere qu’il existe un vrai modele m, € M tel que

Y = X9 4 e,

Remarque: Si on souhaite comparer deux modeles m; et ms imbriqués (c’est a dire que my; C my)
alors cela revient a tester la nullité des ; pour i € my\m; et on se rameéne au test de Wald
correspondant. Ce test est aussi souvent appelé ANOVA (notamment sur R) vu que le test de
Wald fonctionne de fagon similaire a un test ANOVA.

2 Divers critéeres de sélection de modele
a Le critere CP de Mallow

Pour un modeéle m € M, on note Y™ = X (M) Jes valeurs des Y; estimées si on suppose
que Y suit le modele m. On commence a regarder le comportement de la norme du vecteur des
résidus dans ce cas-la. Pour cela on pose P = [, — XM (¢ X () X (mY=1X () o | = E[Y] =
X () glme)

Proposition 42

E[|[Y = V3] = (1, P p) + (n = (Im] +1)o™

Démonstration: On utilisera le lemme suivant :
Lemme 43

Soit X un vecteur aléatoire de R? d’espérance v et de matrice de variance-covariance Y. Soit
M € M4(R) alors
E[(X,MX)] = (v, Mv) + Tr(¥M).

Démonstration: On a (X, MX) = 37", 377 1 X; X;M; j et E[X;X;] = cov(X;, X;) +
E[XZ]E[XJ] = Ej,i + v;v; donc
n

E[(X, MX)] ZZUZUJM” +ZZENMJ = (v, Mv) + Tr(XM).
i=1j5=1 i=1j=1 |

OnaY -—Ym =y — Xe(m)é(m) = PMY . Or, comme P™) est une matrice symétrique de
projection alors
[y = Ytm|5 = (P™y, PM™Y) = (v, P/ PUMY) = (v, P(MY)

donc le lemme précédant nous donne

E [V = ¥[3] = (u, P™ps) + Ta(oa?P0™).
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Or, Tr(I,) =n et
T\I,(Xém) (tXém)Xém))—ltXe(m)) _ Tr((tXém)Xe(m))—ltXe(m)Xe(m)) — Tr(I|m|+1) = |m| + 1,
d’ou le résultat. |

On remarque que, méme si le modeéle est mauvais, le fait d’augment le nombre de variables
explicatives (et donc |m|) fait diminuer (n — (|m| + 1))o? et donc la norme des résidus. Afin
d’avoir un critere plus fiable de la qualité du modele on va plutét regarder la qualité des
prédictions du modeles sur des nouvelles données Y’ générées avec le méme vrai modele m* (et
donc les mémes variables explicatives) mais avec un nouvel aléa :

YI = X(m*)e(m*) + 817

ot & ~ N, (0,,021I,) avec ¢ indépendant de . En utilisant le modele m on estime alors Y’ par
Xmgim) = Y(m) mais dans ce cas-la I'erreur d’estimation devient :
Proposition 44

E[Y' = V™3] = u P™p) + (n+ (Im] + 1))

Démonstration: On utilisera le lemme suivant :
Lemme 45

Soient X,Y deux vecteurs aléatoires indépendants de R? de vecteurs espérances v et v' et de
matrices de variance-covariance Y et Y. Alors

E [||IX - Y[3] = To(2) + Tr(%) + [lv - /|13

Démonstration: Ona [|[X — Y3 =301 (X; - Y;)? =20 (X2 +Y? - 2X,Y;). Comme
X et Y sont indépendants alors E[X;Y;] = E[X;]E[Y;] donc

Il
NE

E[IX - VI3 =} (E [x?] +E[¥?] - 2B[X/]E[Y])

s
Il
R

I
M=

Var(X;) + E[X]? + Var(¥;) + E[Yi)® — 2E[X;]E[Y;])

s
Il
—

I
NgE

> (
(Var ) + Var(V;) + (E[X;] — E[YzDQ)
(S

i=1
n
i=1
=Tr(Z) + Te(X) + |jv — /|3 -

Maintenant, on peut directement utiliser ce lemme car Y’ dépend seulement de &’ et Yy (m)
dépend seulement de € qui sont bien indépendant. On a Y/ = Xém*)H(m*) + ¢’ donc E[Y'] =
Xgime) = 1 et Var(Y') = 621I,. De plus, on a Y™ = (I, — P)Y donc E[Y(™)] =
(I, — Py et Var(Y (™) = ¢2(I, — PU)) car I, — P™ est orthogonale. Cela donne alors
E[|Y = X[] = Tr(e* (1)) + Tr(o(In = P™)) + |5 = (In — Pl

= n0® + 16 = (n = (] +1)o + | Pp3

— (n+ (] + 1)) + (PO, POy

= (n+ (jm| + 1)o? + (u, P p). n
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Minimiser les erreurs de prédiction du modele sur de nouvelles valeurs revient alors a minimiser
la quantité

E |||y’ - V03]
2

B|) | a1

o2 n

=BV — Y™ |2] +2 1)o? =
— [ 3] + 2(Im| + 1)o

2 2 2
Si on estime E [(6(’”)) } par (6“’”) et o2 par (6(’”6)) , I'estimation de o2 utilisant le modele

complet m. = {1,--- ,p} alors on appelle critére C, de Mallow la quantité
5™ " 2(jm| + 1)
o m

et on sélectionne le modele m qui minimise C,(m).
Remarque: Si on suppose % connu alors on n’a pas besoin de I'estimer et le critére est simple-
ment

5(m)\ 2 2 +
ag\m 1
n

Gy = (

(o}

b Les critéres AIC et BIC

Ces deux criteres sont basés sur le comportement asymptotique de la divergence de Kullback-
Leibler (un outil mesurant la similarité entre deux lois de probabilités) entre la loi de Y pour le
modele m* et la loi de Y estimée pour le modele m. Selon les hypotheses faites sur le modele,
on peut arriver a deux expressions asymptotiques différentes de cette divergence.

Définition 46

On considére un modéle pour n individus défini par un vecteur 6 de k parameétres. On note
L la vraisemblance du modéle et 0 'EMYV des paramétres.

e On définit le critére d’information d’Akaike (AIC) du modele par

AIC = —21log(L(0)) + 2k
e On définit le critére d’information Bayésien (BIC) du modéle par

BIC = —2log(L(0)) + klog(n)

Remarque: Ces criteres sont génériques et peuvent s’appliquer a la comparaison de n’importe
quel types de modeles du temps qu’ils posseédent une vraisemblance.

Proposition 47

Dans le cas des modéles linéaires, pour un modéle m on a
AIC(m) = n(1 + log(27)) 4 2nlog(6™) + 2(|m| + 2)

BIC(m) = n(1 + log(27)) + 2nlog(6™) + log(n)(|m| + 2)
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Démonstration: Pour un modeéle m avec un intercept et |m| variables explicatives on a k =
|m| 4 2 parameétres (A, les 6; pour i € m et ). De plus, on a

A 1 1 N
log (L™, 5)) = log [ ————5— exp [ ———5 [y — 0
(E( ) ar e P sy I3

= —g log(27) — nlog(6™) — Y — V()3

—
2 (5(m))?
=201 +1log(2 log (5™
= 21+ log(2m)) — nlog(s™),
. 2
ot on a utilisé le fait que ||[Y — Y™ |3 =n (6(m)) a la derniére ligne. [ |

2

Remarque: Si on suppose o* connu alors le modele a seulement |m| + 1 parameétres et la log-

vraisemblance s’écrit alors

A 1 1 o(m
log (L(Q( ), 02)) = log ((27“72)"/2 exp <—MHY — Y )Hg)>

n n 1 ~
= ——log(2m) — ~ log(o?) — @HY — Y3

2 2
——El (2)_21 (2)_2 @2
D L T A
donc
Al 5mN\? 9 1
M = log(27) + log(c?) + <O ) + (] +1) = Constante + C,(m).
n o n

Minimiser I’AIC est donc équivalent a minimiser le critére C,, de Mallow quand o2 est connu.

¢ La validation non-croisée

Une idée pour quantifier la performance d’un modele est d’estimer I'erreur moyenne de
ce modele pour prédire de nouvelles valeurs. Pour cela, on sépare nos n individus en deux
ensembles : un ensemble dit d’entrainement et un ensemble dit de test. En général la taille
de I'ensemble d’entrainement est choisie comme étant plus grosse que la taille de ’ensemble de
test (typiquement, 2/3 des individus et 1/3 des individus respectivement). Si on note glirain)
I’estimation de y; par le méthode ajusté sur les données d’entrainement alors on estime ’erreur

quadratique de prédiction du modele par

1
#test

> (i )
i€test
Remarques:

e Tres facile a implémenter numériquement.

e Cette méthode est utilisée lorsqu’on a un grand nombre de données et ce n’est pas grave
d’en "sacrifier" une partie que 'on met dans ’ensemble de test.

e [l faut aussi faire tres attention a la fagon dont les données sont séparées dans le groupe
d’entrainement et de test. Un mauvais choix peut fausser les résultats.

e Cette méthode est appelé holdout method en anglais.
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d La validation croisée d’un contre tous

Une idée similaire a la validation non-croisée mais qui est plus adaptée a des petits jeux
de données est d’ajuster le modele sur n — 1 individu et calculer son erreur de prédiction sur
I'individu restant mais de recommencer n fois de sorte que chaque individu ai été retiré une fois
du jeu de données. Si on note gﬁ) I’estimation de y; par le modele ajusté sur tout les individus
sauf le i-eme alors 'erreur quadratique de prédiction du modele est estimée par

13 2
*Z(yi( z)_yi) .
=
Remarques:
e Cette méthode est en général plus précise que la validation non-croisée mais elle est
beaucoup plus lente car elle demande de faire n ajustements de modele.

e Cette méthode est appelée leave-one-out cross-validation ou LOOCYV en anglais.

3 Algorithme de recherche du meilleur modele

La plupart du temps, 'ensemble des modeles considérés est M = P({1,--- ,p}) qui est de
taille 2P. Quand p est trop grand il est donc impossible de calculer la valeur des critéres pour
chaque modele. Une méthode classique est d’utiliser un algorithme "stepwise" :

Algorithme 1 : Méthode ascendante de sélection de modele
Entrées : Les données X, Y et un critere C' & minimiser

1 Initialiser m & (.

2 Calculer C'(m) et C'(m U {i}) pour tout i & m.

3 Choisir le modele m’ qui minimise le critéere parmi ceux calculés a I'étape précédente.

4 si m' = m alors

5

6

7

‘ Terminer I'algorithme et renvoyer m.
sinon
‘ Affecter m’ & m et retourner a ’étape 2.

On peut aussi utiliser une méthode descendante qui commence & m = {1,--- ,p} et cherche a
chaque étape quelle variable a retirer afin de minimiser le critere choisit. On peut aussi utiliser
une méthode hybride qui commence a un modele m quelconque et cherche a chaque étape quelle
variable retirer ou rajouter afin de minimiser le critere choisit.

VII Transformation des variables

Ce n’est pas parce qu’'un jeu de données contient des variables explicatives que 1'on est
obligé de toutes les utilisées telles qu’elles. On a vu avec la sélection de modele comment choisir
les bonnes variables mais on peut aussi modifier les variables du jeu de données.

1 La régression polynomiale

On considere avoir une seule variable explicative quantitative X. Le modele de régression
polynomiale de dimension d considere que les y; sont des simulations de variables aléatoires

Y =0 + Oy + Oox? 4 - + Ogzd + &5

ol les g; sont i.i.d. de loi N'(0,0?%). Ca correspond alors & un modele linéaire pour les variables
X, X2 ... X4
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e " . —— Vrai modéle
— — Modeéle estimé

Exemple de régression polynomiale pour d = 3.

Comme il n’y a en général pas de raison de considérer pour un modele de régression polynomial
en dimension d que I'un des coefficients est nul, on choisit le degré de la régression polynomiale
en calculant un des critére de sélection juste pour les modeles de régression polynomiale de
dimension entre 0 et un degré maximal d,, .

[1] "d=1 AIC=96.788" [1] "d=1 BIC=181.918"
[1] "d=2 AIC=95.647" [1] "d=2 BIC=183.463"
[1] "d=3 AIC=-4.175" [1] "d=3 BIC=6.246"
[1] "d=4 AIC=-3.798" [1] "d=4 BIC=9.228"
[1] "d=5 AIC=-2.253" [1] "d=5 BIC=13.378"
[1] "d=6 AIC=-9.336" [1] "d=6 BIC=8.9"

[1] "d=7 AIC=-8.859" [1] "d=7 BIC=12.783"
[1] "d=B AIC=-6.061" [1] "d=B BIC=17.385"
[1] "d=9 AIC=-5.613" [1] "d=9 BIC=28.439"
[1] "d=18 AIC=-3.961" [1] "d=18 BIC=24.696"
[1] "d=11 AIC=-3.72" [1] "d=11 BIC=27.542"
[1] "d=12 AIC=-2.819" [1] "d=12 BIC=31.84%"
[1] "d=13 AIC=-2.514" [1] "d=13 BIC=33.959"
[1] "d=14 AIC=-4.172" [1] "d=14 BIC=34.906"
[1] "d=15 AIC=-5.429" [1] "d=15 BIC=36.254"
[1] "d=16 AIC=-3.756" [1] "d=16 BIC=48.532"
[1] "d=17 AIC=-4.867" [1] "d=17 BIC=42.886"
[1] "d=18 AIC=-2.825" [1] "d=18 BIC=46.673"
[1] "d=19 AIC=-1.858" [1] "d=12 BIC=51.845"
[1] "d=20 AIC=-4.771" [1] "d=20 BIC=49.938"

Calcul des criteres AIC et BIC pour les données de la figure précédente avec d,,,. = 20.

Remarque:

e On peut généraliser ce modele a plusieurs variables en considérant des polynomes a plu-
sieurs variables. Par exemple, si on a deux variables quantitative X et Z alors on peut
écrire le modele de régression polynomiale de dimensions 2 par

}/7; = 00 + Hlxi + 6’22’1' + 831’3 + Q4JIZ‘ZZ' + €5ZZ2 + E;.
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e De facon plus générale on peut utiliser divers fonctions des données comme nouvelles
variables. Par exemple :

Y; = 0o + 617; + Oaz; + 03 log(x;) + 0,7 + ¢

est un modele linéaire valide.

2 Le modéele ANCOVA

On considere maintenant que 1’on a plusieurs variables explicatives quantitatives et quali-
tatives.

FExemple: On souhaite estimer la taille a ’age adulte d’'un enfant en fonction de son sexe et la
taille de son pere (qu’on note T). On considere alors le modele :

0o + ay + 0T + ByT + €;, si sexe masculin;

0o + ap + 60, T + BrT + &;, si sexe féminin; avec oy +ap =0 et Sy +fp =0.

Taille = {
Ici, 6 nous donne l'effet de la taille du peére sur ’ensemble de la population, aj; et ap donne
les différences de taille entre les hommes et les femmes et 35, et Sr donne la différence de I'effet
de la taille du pere sur la taille des hommes et des femmes. On est donc intéressé par le tests
des hypotheses {6, = 0}, {ay = ap =0} et {8y = Br = 0}.

De facon générale, si on considére que I'on a p variables quantitatives XM ...  X® et ¢
variables qualitatives. On note I; le nombre de modalités de la i-eme variable qualitative et on
note F(9) la variable qui vaut 1 si 'individu possede la j-éme modalité de la i-eme variable
qualitative et 0 sinon. Le modele ANCOVA (= analyse de la covariance) généralisé s’écrit alors

p g 1
_90+20X’)+Zzu]ijk)+zz i 5 X O FOF)
j=1k=1 i=1j=1k=1
g Li q Iy
D000 D0 D Mg FONFT) e,
j=1k=1j=1k'=1

Autant dire qu’on le manipule plutét numériquement que mathématiquement.

FExemple: On s’intéresse aux données de poids et de hauteurs de 159 poissons, de 7 espéces
différentes, péchés dans le lac Langelmévesi en Finlande.
(Source : Brofeldt, Pekka : Bidrag till kaennedom on fiskbestondet i vaera sjoear. Laengel-

maevesi. T.H.Jaervi : Finlands Fiskeriet Band 4, Meddelanden utgivna av fiskerifoereningen i
Finland. Helsingfors 1917)
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Chapitre 2

Modeles linéaires généralisés

Introduction

Pour les modeles linéaires on a vu que les y; sont considérés comme réalisations de variable
indépendantes

P
Y; ~ N (00 + Z ejxi,j7 0'2) .
j=1

On généralise ce principe en considérant maintenant que les Y; sont indépendants de loi P
appartenant a une famille de lois F et d’espérance f(6y + Z?;l 6,x; ;) pour une fonction f
inversible. On a donc

d
b0+ > 0z ; = fTHE[Y)).

Jj=1

La fonction f~! est alors appelée le lien car elle relie la combinaison linéaire des variables
explicatives avec ’espérance de la variable d’intérét.

Un modele généralisé est donc défini par une famille de lois F et une fonction de lien f.

Ezxemples:

e Le modele linéaire multiple que l'on a étudié dans la premiere partie du cours est un
modele Gaussiens avec lien identité.

e Le modele »
Y; ~ P <660+Zf1 Gjérz',j) = 00 + Z Hjxm = log(]E[Yi])

j=1

est appelé modele de Poisson avec lien logarithme.

Remarque: On a toujours besoin de 'hypothese que X, est de rang plein afin d’avoir 'identi-
fiabilité du modele.

I Modele logistique

1 Présentation du modele

On considére que Y est une variable discrete a deux modalités que 'on représente par 0
et 1. La loi des Y; est donc une loi de Bernoulli dont la fonction de lien f=! est une fonction
inversible de [0,1] — R. Le choix classique est la fonction logit :

fH (@) = log (1 . )

— X

47



Université de Poitiers 2024,/2025 Modeles linéaires et généralisés M1 MFA/STDV

dont 'inverse est la fonction sigmoide (sigmoide = qui a une forme de S) :

On a donc Y; ~ b(m;(0)) ou

P
690+Zi:1 0z ; e(XEG)i

1+ ot b5 T 1+ eXedi

mi(0) =E[Yi] = f (6’0 + Edz iji,j) -

J=1

On notera 7(0) € R" le vecteur des m;(6) par la suite. On a donc un modele de Bernoulli avec
lien logit appelé le modele logistique. On peut interpréter le choix de la fonction de lien en
utilisant la définition suivante.

Définition 48

On appelle la cote d’un individu i la quantité

PYi=1) _ m(#) _ S(Xet)i

P(Y;=0) 1—m(0)

Remarques:
e Si (X.0); >0alors P(Y; =1) > P(Y; =0).
o Si (X 0); <0alors P(Y; =1) <P(Y; =0).
e Si (X.0);=0alors P(Y; =1) =P(Y; =0) = 3.

e On en déduit aussi que si on augmente la valeur de la j-éme variable de 'individu 7 par
une constante C' alors sa cote va étre multipliée par %, Cela signifie donc qu’un effet
additif sur les variables explicatives va avoir un effet multiplicatif sur la cote des individus.
Il en vient 'interprétation suivante des 6; :

— Si §; = 0 alors la variable explicative associée au coefficient n’a aucun effet sur la
variable d’intérét.

— Si 6; > 0 alors une augmentation de la variable explicative associée au coefficient va
entrainer une augmentation de P(Y; = 1) (et inversement).

— Si 6; < 0 alors une augmentation de la variable explicative associée au coefficient va
entrainer une diminution de P(Y; = 1) (et inversement).

2 Estimation des parametres par maximum de vraisemblance

Les Y; sont indépendants et vérifient

P(Y; = ) = m(0)(1 = mi(6)) ¥ = { o e w0

La vraisemblance du modele est donc

L(O]Y) = f[IP’(K- =) = [[m(O)" (1 —m(0)' ™
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et la log-vraisemblance est

M:

LOY) = > (yilog(mi(0)) + (1 — y;) log(1 — mi(6)))

1 <y, log <1f<929)> +log(1 — m(@)))

(y,(X 0); — log (1 + e(Xeg)")) :

N
Il
i

I
M=

7

I
M=

s
I
A

On remarque que

I(X0); "
a&g% h
092 : =x;; si J#0;
Par abus de notation on va noter z; o = 1 pour tout ¢ d’out
xLO e pr
0(X.0); .
(Xcb) = x;; pour tout j et X, = el = (2 j)1<i<n
00; ’ "lo<j<p
xn70 “o ‘/En,p
On en déduit alors
ILOY) & ;e Xeb)i "
. 77' = i, T 6 - tXe Y - 9
0 =3 (s~ 15 ) = 2o sl = ml6) = (X0 = x(0))

done VLO|Y) =X (Y — 7(0)) et

PLOY) z”: (x”xz peXedi(1 4 e(Xeb)i) — xi,je(Xee)ixi,ke(Xee)v
00,00, = (1 + e(Xe0)i)2
P 1 +e (X0, )
= —("X.D(0)X.)jx ot D(0) =
(XeOn

O (1_1’_6()(59)”)2

On obtient H(L)(0]Y) = —'X.D(6)X. qui est bien une matrice définie négative quel que soit
0 car D(0) est définie positive (car diagonale a coefficients > 0) et X, est de rang plein par
hypothese. Si cette matrice est inversible pour tout € alors la log-vraisemblance est une fonction
strictement concave et admet donc un unique maximum au point qui annule sa dérivée. L’'EMV
6 vérifie donc I'équation .

X (Y = m(0)) = 0pa

appelée équation de score.

Cette équation n’est pas résolvable mise a part dans des cas particuliers. On doit donc utiliser
une méthode numérique pour obtenir une approximation de la solution. La méthode classique
est la méthode de Newton basée sur le développement de Taylor d’ordre 1 de VL(0|Y) :

VLOY) = VLOY)+HL)OY)O—0) = 0~0—HL)OY) 'VLOY) car VLEO|Y) = 0.

0 est donc limite de la suite (6,,)pen définie par 0,41 = 0, —H(L)(0,]Y) 'V L(6,]Y). En pratique
on se donne donc une valeur initiale 6y et on calcule les valeurs 6,, jusqu’a ce que [|6,, —0,_1]| < ¢
pour un niveau de précision € > 0 fixé a ’avance. On approxime alors 6 par 6,,.
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3 Loi des parametres, intervalles de confiance et tests

Théoréme 49

Sous de "bonnes conditions” sur un modele statistique de paramétre 6 € R? et de n données,
IEMYV 0 vérifie
M1/2 (4 L
LO)*(0-0) = Na(0a,1a)

ou I,(0) est appelée la matrice d’information de Fisher définie par

1(0) = E[-H(L)(0]Y)].

Autrement dit, si le nombre de données est assez grandes alors on peut approximer la loi de 9:
par une loi NVy(6,1,(0)~"). Dans le cas du modele logistique on va donc approximer la loi de
par un loi A,+1(0,%) ou ¥ = (‘X.D(0)X,)~ "
Pour tout ¢ on a donc I'approximation

0; — 0;

\/ Yit1iv1

On en déduit donc un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — « pour les 6; :

[lea(ei) = [éz + Zl—a/Q\/EiJrl,iJrl} )

ol z, le quantile d’ordre « de la loi N'(0,1). On en déduit aussi que l'on rejette 'hypothese
Ho : {0; = 0} au risque « si la statistique

~ N(0,1).

vérifie |Z| > z1_q /2.

Maintenant, on cherche a tester la nullité d’une ou plusieurs combinaisons linéaires des coef-
ficients, c’est a dire Hy : {C0 = 0i} ot C est une matrice de taille k x (p + 1) de rang plein.
Comme on peut approximer la loi de 0 par une loi N,;1(60, X) alors, sous Hg, on peut approxi-
mer la loi de CA par une loi NV, (05, CXC) et la loi de la statistique S = ||[(CXIC)~Y2C6))? par
une loi x?(k). De plus, S va prendre de plus grandes valeurs sous H;. On va donc rejeter Hy au

risque « si S est plus grand que le quantile d’ordre 1 — « de la loi x?(k). C’est ce qu’on appelle
le test de Wald.

4 Cas particuliers

e On appelle modele vide le modeéle ne contenant aucune variable et juste l'intercept.
A 0 sz . .
Dans ce cas-la, X, = 1,, 8 = 0y, w(0) = %LL et I’équation de score devient

' Y 6é0 n eéo
1, ——F1,] =0 & i——— | =0
1+ efo ; Y 1+ efo

= Y ="n -
i=1 1+ e
efo v

1+ e



Université de Poitiers 2024,/2025 Modeles linéaires et généralisés M1 MFA/STDV

Comme linverse de la fonction sigmoide f(z) = est la fonction logit f~1(z) =

log(z/(1 — x)) alors on en déduit

e(l)
1+4e*

~ Y
90 = log <H7> .

La log-vraisemblance du modele en 6, s’écrit alors

M=

Loiae(BolY) = 3 (yilog(mi(9)) + (1 — i) log(L — m(9)))

1

.
Il

I
M=

>~ (yslog(¥) + (1 — gi) log(1 — Y))

=n(Ylog(Y)+ (1—Y)log(l— }7)) .

-
I

/'\

e On appelle modele saturé le modele contenant p = n — 1 variables quantitatives. C’est
le nombre maximum possible de variables que I'on peut avoir de sorte que les colonnes de
X, forment une famille libre. Dans ce cas-1a, la matrice X, est de taille n x n et inversible.
L’équation de score devient alors

tXe(Y - 7T(ésa»t)) = 0p+1 & Y = 7T(ésat)'

Cela ne permet pas d’obtenir la valeur des f,; mais on arrive quand méme a obtenir la
relation 7;(0sat) = y; pour tout i. En particulier, la vraisemblance en g, pour le modeéle
saturé s’écrit

LaslBual?) = 3 (31108 (m () + (1 ) log(1 — m,(B)))

@
Il
—

(yi log(y:) + (1 — i) log(1 — y;))

I
\E

ﬁ
Il
—

I
e

A la derniére partie on a utilisé le fait que y; = 0 ou 1 et 1log(1l) = 0 = lim,_, x log(x).

5 Qualité d’ajustement et sélection de modele

Comme le modele saturé donne le meilleur ajustement possible et donc la vraisemblance la
plus faible possible alors il est naturel de juger la qualité d’ajustement d’'un modele en utilisant
I’écart entre sa log-vraisemblance et celle du modele saturé. De méme, le modele vide (et donc
sa vraisemblance) correspond au pire cas possible. Pour un modeéle donnée on veut donc que la
valeur de sa vraisemblance en 'EMYV soit la plus proche de celle du modele saturé et la plus
éloignée de celle du modele vide. Il en vient la définition suivante.

Définition 50

On définit la déviance d’un modeéle généralisé par la quantité

D = —2(log L(]Y") — 10g Leat(fsas|Y)) = =2(L(0]Y) = Lot (0sae|Y)) = 0.
On définit la déviance nulle d’un modele généralisé par la quantité

DO = _2(10g Lvide(é0|y) - log Lsat(ésat|y>> = _2(£vide(é0|y> - Esat(ésat’Y)> = 0

On a 0 < D < Dy. Plus la déviance est proche de 0, plus le modele est bien ajusté. A I'inverse,
plus la déviance est proche de Dy plus le modele est similaire au modele vide.
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Qualité du modele

Une approximation (un peu douteuse mathématiquement) est que si le modele est bien
ajusté alors la loi de D doit étre proche d’une loi x*(n — (p+1)). On va donc tester 'hypothése
qu’on a un bon ajustement en comparant D aux quantiles de la loi x*(n — (p + 1)). De fagon
similaire, la loi de Dy — D est en général approximé par une loi x%(p) et on teste alors s’il y
a une différence significative entre notre modele et le modele vide en comparant Dy — D aux
quantiles de la loi x*(p). Comme la moyenne d’une loi x*(n) est n alors un critere alternatif et
plus vague est de dire qu’on a un mauvais ajustement si

D

—>1
n—(p+1)
et on a un modele significativement différent du modele vide si

Dy—D
p

> 1.

Comparaison de modéles

On consideére une famille de modeles M et pour tout modele m on note sa déviance D(m). Si
on considere deux modeles m; et msy tels que m; C mo alors on considere que le modele my est
significativement meilleur que le modele ms si

D(my) — D(my)

> 1.
[ma| = ||

On peut aussi utiliser un test statistique en approximant la loi de D(m;) — D(my) par une loi
X2 (Ima| = [mal).

Pour faire de la sélection de modele, on peut toujours utiliser les méthodes numériques (vali-
dation croisée et non-croisées) vues précédemment ou les criteres AIC et BIC :

AIC = =210g L(A]Y) +2(p+ 1) et BIC = —2log L(O]Y) + (p + 1) log(n).
Quitte a rajouter le terme constant 2 log Lsat(ésat) on peut aussi les écrire

AIC(m)=D(m)+2(p+1) et BIC(m)= D(m)+ (p+1)log(n).

6 Exemple d’application sur R

On s’intéresse aux données de I'article suivant :

(Sutela, T. and Vehanen, T. and Jounela, P. and Aroviita, J. (2021). Species—environment relationships
of fish and map-based variables in small boreal streams : Linkages with climate change and bioassess-
ment. Ecology and Evolution, 11, 10457-10467)

Ce sont 776 données de présence/absence de différent types de poissons dans des petit cours
d’eau en Finlande accompagné de variables environnementales sur ces cours d’eaux. On com-
mencer par modéliser la présence de Perche (1 pour présence et 0 pour absence) en fonction de
la température (en °C) du cours d’eau.
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Water.temperature.at.sampling Perch
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On peut représenter visuellement ces données avec des boites a moustache ou un nuage de
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Présence de perche

Température de l'eau (°C)

Visuellement, on observe que plus la température de I’eau augmente plus les chances d’observer
une perche augmente. On ajuste alors un modele logistique de la forme

Présence de perche ~ b(mw(6y + 6; x Température)) avec w(x)

e(E

Tl ger

On obtient alors éo ~ —5.84 et O, ~ 0.32. Le fait que 0, est positif confirme qu’une augmentation
de la température de I’eau augmente les chances d’observer une perche. On peut alors visualiser
la probabilité d’observation d’une perche estimée par le modele en superposant le graphe de la
fonction & — #(x) = w(fy + f12) au nuage de point des données.



Université de Poitiers 2024,/2025 Modeles linéaires et généralisés M1 MFA/STDV

- . [T Bk e G S RS R R

1.0

—— Proba estimée

Présence de perche

00 02 D4 06 08
|

Température de l'eau (°C)

On s’intéresse maintenant a modéliser la présence de Perches en fonction de plusieurs variables :
I'aire de la zone de capture (en km?), la latitude, la température de 1'eau (en °C), laltitude (en
m), la proportion de zone urbaine autour du cours d’eau (en %) et la proportion de lac autour
du cours d’eau (en %).

Perch Catchment.area Latitude Water.temperature.at.sampling Altitude Urban.areas Lakes

0 1.09 7253482 8.40 150.26 0.00 0.00
0 1.09 7253482 12.50 150.26 0.00 0.00
0 1.14 7254200 12.00 234.50 0.00 3.06
0 1.15 6679943 15.80 4.13 71.24 0.00
1 1.15 6679907 15.10 3.37 71.24 0.00
0

1.19 7297771 10.30 242.67 0.00 0.00

Le résultat de 'ajustement d'un modele logistique sur R est donné ¢i-dessous.

Deviance Residuals:
Min i)  Median 30 Max
-2.3016 -0.4648 -8.2851 -8.1533 3.1228

Ecart-type des 0;
Coefficients: ——— p-valeur du test de significativité du modele

Estimate |5td. Error |z value |Pr(=|z]|)
(Intercept) 6.043e+00 | 6.568e+00 8.9208( 8.35758
Catchment.area 1.73%9e-02| 6.098=-83 2.856| 0.00429 |**
Latitude -1.638e-06| 9.885e-87 | -1.657( ©.99759 (.
Water.temperature.at.sampling | 2.750e-81| 3.576e-82 T.608 [1.47e-14 [#**
Altitude -4.861e-03| 3.169e-83| -1.534( 0.12507
Urban.areas -2.574e-02| 9.4442-03 | -2.726| 0.00641 |**
Lakes 1.097e-01| 2.683e-82 4,089 [4.34e-05 [***
L Statistique Z du test de nullité des 0;
Signif. codes: @ “***" @.@01 ‘**" @.01 ‘*’ @.85 *." @.1 * " 1

Estimation des 6;.

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

| Po
Null deviance: [625.81| on [775 degrees of freedom n—1
inleild:_a;; :;viance: 459‘.?? on [769] degrees of freedom n—(p+1)
: . D
AIC

Number of Fisher Scoring iterations: &

On observe les résultats suivant :
e Ona459.77 =D <n—(p+1) =769 et 170.04 = Dy — D > p = 6 donc le modele est
bien ajusté et il est significativement meilleur que le modele vide.

e Les variables ayant un effet significatif sur la présence de Perche sont l'aire de la zone de
capture, la température de I'eau et la proportion de lacs et de zones urbaines autour de
la zone de capture.

e Au vu des signes des coefficients de ces variables on en déduit que, aux autres effets fixés,
les chances d’observer une perche augmentent lorsque la zone de capture est élevée, la
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température est élevée, il y a beaucoup de lacs autour de la zone de capture mais peu de
zones urbaines.

7 Le rapport des cotes
a Le cas univarié a 2 modalités

De fagon similaire a un modele ANOVA, on considére qu’on a une seule variable explicative
X qualitative a deux modalités A et B. On note 1, 4 et 1, p les variables qui valent 1 si I'individu
¢ possede la modalité A ou B de la variable explicative et 0 sinon. Les données peuvent alors
étre représentées par une table de contingence.

Y/X | A B | Total
0 Nnpa MNop | MNo
1 Ni,A NM1.B ny

Total | ng ng n

De fagon similaire a un ANOVA, on considere alors le modele sans intercept

efaliatfplip

Y; ~ b(m;(0)) ou m;(0)

- 1+ efaliat+0plip’

efA

T4efa et sa cote est

Pour un individu 7 possédant la modalité A on a donc 7;(6) =

P(Y; = 1]z; = A)

P(Y; = 0lz; = A)

04

/B
1+eB

S’il possede la modalité B on a donc m;(0) = et sa cote est e’B.
Définition 51

On appelle rapport des cotes (Odds Ratio) entre la modalité A et B de X la quantité

P(Y;=1|z;=A) 0.

OR = 20i=0lzi=4d) _ €7 _ 0.-0s
P(Yi=1|7;=B) _ 05 :
P(Y;=0|x;=B)

Remarque: Le rapport des cotes permet de modéliser 'effet de la variable explicative sur la
variable d’intérét :
e Si OR =1 alors la variable explicative n’a aucune influence sur la cote de Y.

e Si OR > 1 alors la cote de Y est plus élevée pour les individus avec la modalité A que
pour les individus avec la modalité B.

e Si OR < 1 alors la cote de Y est plus élevée pour les individus avec la modalité B que
pour les individus avec la modalité A.

Pour ce modele, on a plusieurs simplifications dans le calcul de la vraisemblance qui amene le
résultat suivant.
Proposition 52

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 04 et O vérifie

j niA j ni.B
¥4 = =8 ot 5 = 2,
Nop,A No,B
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Démonstration : Si on reprend ’équation de score sous sa forme non vectorielle on a

n

>~ (wiyi = m(0)) = 0

=1

eéA
1+ef4
. Dans le premier cas, I’équation de score devient

Or, ici soit x; ; correspond a 1; 4 et dans ce cas-la on a m;(f) = soit x; j correspond a
eeB

14¢8

1, p et dans ce cas-la on a wz(é) =

n eéA éA eéA
Z ﬂi,A(yi_ = =0 & Z =0 < NnyA—NA — = (.

= 1+ efa i1l 14 eba 1+ efa

efa n n oL nl’A n
1A 1,A> —log [ 4} = 1log no ) = log 1A
A =200 ” n0,A

On en déduit alors

— = —— & éA—logit<
1+ efa nA n

Avec le méme raisonnement on va aussi obtenir
efs n1.B

5 n1,B
— =—"" & fOp=log|——|.
1+ef5  np (%,B) [

Ce résultat nous donne directement 'estimateur des cotes des individus possédant la modalité
A et des individus possédant la modalité B et il en découle I'estimateur suivant pour le rapport
des cotes :

ni A
—— j j nyan
_ n0,A 1,ATt0,B
OR = 60’4 05 = 7B — .
’ Np,AN1,B
no, B ) )

On cherche maintenant a tester I'hypothese que la modalité A ou B de la variable explicative
n’influence pas la valeur de la variable d’intérét, c’est a dire :

Ho = {04 = 05} contre Hy = {04 # 05} < Ho={OR =1} contre H; = {OR # 1}.

Pour faire ce test on doit d’abord trouver une bonne approximation de la loi de 4 — 5. On va
alors pouvoir s’aider du fait que la Hessienne de ce modele possede une expression simplifiée.

Proposition 53

Pour ce modéle on a

nAeeA O
02
H(‘C)(eAv 93|Y) - - ((H_OA) npelB ) :
(1+¢%B)2

En conséquence,

R R 1o, ,AN1,A 0
HOOn 00l =~ (5 ).

nB

Démonstration: En reprenant la formule de la Hessienne sous sa forme non vectorielle on a

82£(9|Y Zn: ZA]lZ-7Ae(X59)i _ nAeeA
00400 4 = (1+ e(Xee)i)Q B (1+ 6‘914)2'

De méme,

005005~ (1+es)2 aeAaeB g 1+6X€))2
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. ) n
car 1; 41; p = 0 pour tout 7. De plus, comme efa = n;’;‘ alors
5 ni,A n1,a
9 13 ]
nae’r AR AR npAng A
H - ni,AN\2 na \2
(1+60A)2 (1+ nO,A) (nO’A) nA
A . . éB n, n
et avec le méme raisonnement on obtient B¢ - = 10.B7LE [ |
(1+e€B)2 np

On en déduit alors qu’on peut approximer la loi de (9 A, 93) par une loi
0a no 221 A 0
N2 (<9B> ) ( 0 np
no,BN1,B

éA—éB~N<9A—eB, na "B >

Np,ATV 1A No,BM1,B

1 1 1 1
~N<9A—03,n + + + )

et donc

0,A MN1.4 TNoB N1,B
Comme 0,4 — 0 = log(@) alors la statistique
~1/2
1 1 1 1 —
Z = ( + + + ) log(OR)

No,A niy,A No,B ni,B

)

a une loi V(0, 1) sous I'hypothése Hy que 6,4 = 5. On rejette done Uhypothése H, au risque a
lorsque |Z| 2> zi_a/2. De fagon similaire on peut aussi obtenir l'intervalle de confiance suivant

pour OR :

1 1 1 1
e T s
no,A  ™1,A ™"0,B ™1,B

log(OR)—21_q/2 \/ﬁ_‘— ”11A + "OlB + ”115 log(OR)+21_q /2 \/
e ? ’ ’ T, e

Exemple: On s’intéresse a l'effet d’un traitement d’une maladie comparé a un placebo. On
rapport ¢i-dessous les résultats de tests sur 100 patients.

Traitement Placebo
Guéri 30 20
Non Guéri 10 40

Si on considere la guérison comme le cas ot Y = 1 alors la cote "Guéri" contre "Non Guéri" de
la modalité Traitement est estimée par % = 3 et la cote de la modalité Placebo est estimée par

% = 0.5 et le rapport des cotes est alors
0
OR =1 —6
40

Un intervalle de confiance pour le rapport des cotes a 95% est donc
{elog“)ﬂ-%\/ ﬁ)+§o+§o+io] ~ [2.45,14.68).

La statistique de test est alors

Z <1+1+1+1>1/21 (6) ~ 3.93 > 1.96
==+=+==+— 0g(6) ~ 3. .
10 " 20 " 30 ' 40 &
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donc on rejette au risque 5% 1'hypothese que le traitement n’a pas d’effet sur la guérison.

Remarque: Comparé au test du x? qui cherche une dépendance générale entre deux variables, le
rapport des cotes permet de quantifier plus précisément comment les modalités d’une variables
affecte celles d’une autre. Par contre, les rapports des cotes ne concerne que des variables avec
deux modalités.

b Le cas univarié avec au moins 3 modalités

On considére maintenant que la variable explicative a trois modalités A, B et C. Le modele

s’écrit alors
efaliat0pls s+0clic

1 4+ efaliatfs1is+oclic

Comme 1; 4 + 1; 5 + 1, = 1 alors
0al; a+ 0515+ 0clic =04+ (0 —04)1; 5+ (0c —04)1; ¢
En posant pg = 04, 11 = (g —04) et s = (0 — 04) on se ramene alors a un modele logistique

avec un intercept :
eHot+pily ptpelic

Yi ~ b(m;(p)) ot mi(6)

1 + etotuiliptuslic’

De plus, on a directement que e#!' correspond au rapport des cotes entre les modalités B et
A et e'? correspond au rapport des cotes entre les modalités C' et A. La modalité A est alors
appelée la modalité de référence. On peut aussi tester si 04 = g = 0 comme pour un ANOVA
en testant si ;3 = o = 0 avec un test de Wald.

¢ Le cas multivarié

On consideére le cas général ou on a un nombre quelconque de variables explicatives qualita-
tives et quantitative. Pour chaque variable qualitative, on met de c6té une modalité (la modalité
de référence) et on ajoute au modele les indicatrices des autres modalités. L’exponentielle de
ces coefficients est alors appelé le rapport des cotes ajusté de ces modalités par rapport a
la modalité de référence. Pour calculer les intervalles de confiance et faire les tests on remplace
alors dans les formules précédentes les quantités no% +-L 4+ L4 ﬁ par les écarts-types

niA n0,B
estimés des coefficients.

8 Extensions du modele logistique

A On a vu que toutes les propriétés des modeles généralisés peuvent se déduire principale-
ment de I’équation de score et de la Hessienne de la log-vraisemblance. On se contentera donc
de calculer ces quantités (quand c’est possible) pour les modeles que 'on verra & partir de
maintenant.

Le modéle binomial

Une premiere généralisation du modele logistique est le modeéle binomial avec lien logit qui
suppose que les y; sont issus de variables aléatoires

d
69°+Zj:1 0, X ;

1+ ot 05X T 1+ e(Xeh:

6(X69)i

et les IV; sont des valeurs connues.
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Proposition 54

e L’équation de score du modéle est
'X (Y = D(N)7(6)) = 0,11

ott D(N) est la matrice diagonale des Nj.

e La Hessienne de la log-vraisemblance du modele s’écrit

H(L)(O]Y) = —'X.D(N)D()X. => I,(0) ='X.D(N)D(6)X..

Démonstration: La vraisemblance du modele est

L(OY) = HIP’ —yzzl'[() (0)Yi(1 — m;(0)) NV

=1

et la log-vraisemblance est

£y =) (log (<N>> + s log(m(6)) + (N; — ys) log(1 — mw)))

i=1 Yi

< o N o _mi0) oe(1 —
_;<lg<<yl>> yllg(l—m(@))JrN’lg(l Z(g)))
= Xn: <log ((g)) + yi(Xe0); — N;log (1 +€(X60)i)> .

En reprenant la convention z; o = 1 pour tout ¢ on obtient

S

oLOY) x; je(Xedi n

LS (y - NTCE) 3 (i~ Niwi(6)) = (XY — DN)R(6));,
J i=1 i=1

ot D(N) est la matrice diagonale des N;. On a donc VL(0) = ' X (Y — D(N)7()) et on peut

montrer que H(L)(0) = —'X.D(N)D(6)X, en reprenant le méme raisonnement que pour le

modele logistique. |

Remarque: Si on remplace I'individu ¢ par N; individus avec les mémes valeurs pour les variables
explicatives et tel que y; individus ont la valeur 1 pour la variable d’intérét et N; — y; ont la
valeur 0 alors on se rameéne a un modele logistique qui est équivalent au modele binomial.

Le modeéle multinomial

On considere que Y est une variables discrete avec M valeurs possibles que 'on notera

1,---, M. On note 7r( 7 = P(Y; = j) et on souhaite modéliser chaque 7TZ( 7 comme une fonction

: o g 1
d’une combinaison linéaire des variables explicatives sous la contrainte évidente que Wf N

7™M = 1. Le modele est alors décrit par M — 1 probabilités. On va donc paramétriser les

probabilités 7T( ), - ,WZ(M_l) et poser 7TZ-(M) =1-yM 7T(] A chaque probabilité 7r§j ) pour
je{l,---, M — 1} va étre associé un ensemble de parametres Héj), e ,«91(13'). On note alors 6

le vecteur des 0. Ce modele possede donc (M —1)(p + 1) parametres.

Xef)i ce qui conduisait

Dans le modele logistique on modélisait le rapport 58?2(1); (la cote) par el
au lien logit. De facon similaire, dans le modele multinomial on fait la modélisation suivante :
PY,=j) _ m
P(Y;=M) M)

’L

Vie{l, -, M—1} = e(Xef):.
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On obtient donc :

) o(Xe09)); ) 1
- 3 _ _
vie{l,.-- M -1}, m7 = M1 etm = M—1 :
4y e 1Y
= k=1
On retrouve bien le modele logistique pour M = 2.
Proposition 55
Les dérivées partielles du modeéle multinomial s’écrivent
OLWY) (k)
——— =) T (Lly= —m;
agj(@ ; J ( Y )
ot on pose x;o = 0 pour tout 1.

Démonstration: La vraisemblance du modele est

L(O)Y) = HIP’ =y) = ﬁﬂ'i(yi).
i=1

Si on pose M) = Op+1 alors on peut écrire wlgy") = e(Xee(yi))ing)

LOY) = Zlog

d’ou

M:

>~ (1o5(e50" ) + log(x ("))

M-
((X 0(91) —log ( Z Xee(k))i>>
1 k=1

M-1 M-1
(Z(X 6*));1 1y, — log <1+ Z (Xeo! >)i>>_
1 \ k=1 k=1

expriment alors par

oLy) & z; e<Xe ),
OLOY) _ 3 (miyjﬂyi . J

s
Il
R

I

(2

I
NgE

s

Les dérivées partielles de L(0|Y) s

801(‘k) i=1 14+ M e(Xeo®)
- (k)
=D @i <1y¢:k T )
i=1
ce qui nous donne ’équation de score. |

II Le modéle de Poisson et ses variantes

1 Le modele de Poisson classique

On considere que Y est une variable a valeur dans N que I'on va modéliser par une loi de
Poisson. La fonction de lien est une fonction inversible de R dans R. Le choix classique est la
fonction logarithme, c’est a dire que (X.0); = log(E[Y;]). On a donc

Y; ~ P<)\z(9>> ou )\2(6) = e(Xﬁe)i — 690+Zj=1 ani,j.

On a donc un modele de Poisson avec lien logarithmique. On notera A() pour le vecteur des
Xi(0).
Remarque: Si on augmente la valeur de la j-éme variable de l'individu ¢ par une constante

C alors sa moyenne va étre multipliée par €%, Cela signifie donc qu'un effet additif sur les
variables explicatives va avoir un effet multiplicatif sur la valeur moyenne des Y;.
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Proposition 56

e L’équation de score du modéle est
XY = AB)) = Oy

e La Hessienne de la log-vraisemblance du modele est
e(Xeth 0
—("X.D(0)X.);r ou D(0) =

Démonstration: La vraisemblance du modele est

LY) = H]p :H—

=1 yz'

et la log-vraisemblance est

LO)Y) = Z (yi log(A —Xi(0) —log(yi!)) = Z (yz(X 0); — — eXe®)i _ log(yi!)) )

=1 =1

En réutilisant le fait que oX a6, )i x; j, ol on pose x; 0 = 1 pour tout 7, on obtient

OL(0]Y) - "

D> (g — wigeX) = 3 (s = X(0) = (XelY = AB);
done VgL(0) =X (Y — \(0)) et
PLOY) (X.0); :
1,41, © = - XeD 0 Xe j
89 8019 Zzl L4, 5T ke ( ( ) )],k -

Remarque: Comme D(0) est tout le temps définie positive et X, est de rang plein alors
—'X.D(0) X, est donc tout le temps définie négative. La log-vraisemblance est donc stricte-
ment concave. De plus, on en déduit que I,,(f) = X, D(0)X, donc on approximera la loi de 0
par une loi V,,1(6, (‘X.D(0)X.)™).

A partir de ce résultat on peut en déduire les propriétés du modele de Poisson de fagon similaire
a ce qu’on a fait pour le modele logistique. En particulier, on a les résultats suivants permettant
le calcul des déviances :

Proposition 57

e La log-vraisemblance du modéle vide en 'EMYV est :

Loiae(@o]Y) = nY log(Y) —nY — 3 log(yi!).

=1

e La log-vraisemblance du modele saturé en ’'EMYV est :

Esat(ésatly) = Z yi log(ys) — ny — Z log(yi!).

i=1 i=1
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1
Démonstration : e Pour le modele vide on a \;(f) =e% et X = | : | d'ou
1
ILOY) & = 9
0 Z (s — ™) = n(y = ).

L'EMV est donc 8y = log(Y) d’ot

n

Vlde 00 ‘ Y Z

=1

/N

yifo — e’ — log(y;! ))

= nY 6y — ne’ Z log(ys!) = nY log(Y) — nY — Z log(y;!)
i=1 i=1

e Pour le modeéle saturé sans répétition on a que X, est inversible. Comme VyL(0) =
EX (Y — A(0)) on en déduit alors que \(fsat) = Y et donc \;(fsat) = y; pour tout i d’otr

n

Loat(0sa|Y) = Z(yzl()g Bsat)) — Ni(0sat) — log(yi! ) Zyzlog (yi)—nY =>_log(yi!). g
=1 =1

2 Le modeéle de Poisson avec inflation de zéros (ZIP)

Pour une loi de Poisson on a égalité entre I'espérance et la variance ce qui est une forte
contrainte. On va donc s’intéresser a deux modeles permettant de modifier la variance d’une
loi de Poisson sans changer son espérance. Tout d’abord, si Y a tendance a souvent prendre
la valeur 0 on peut modifier le modele Poisson en ce qu’on appelle un modele de Poisson avec
inflation de zéro.

Définition 58

On dit qu’une variable aléatoire Y suit une loi de Poisson avec inflation de zéros de
parametres p € [0,1] et A € R, notée ZIP(p, \), si elle prend la valeur 0 avec probabilité p
et suit une loi de Poisson P(\) avec probabilité 1 — p (indépendante du choix). On a alors

P(Y =0) = p+(1—p) -
{P(Y k)= (1-p)2

Proposition 59
SiY ~ ZIP(p,\) alors

E[Y]=A1-p) et Var(Y) = A1—-p)(1+p))

Démonstration: Soient B ~ b(p) et Y égal & 0 conditionnellement & B = 1 et de loi P())
indépendante a B conditionnellement a B = 0. Par la formule de I'espérance total on a

E[X] =E[X|B = 0]JP(X = 0) + E[X|B = 1]P(X =1) = A(1 — p) + 0

et
E[X?] =E[X?B=0P(X =0)+E[X?B=1P(X =1) = (A +A)(1—p)+0
d’oti

Var(X) = A+ A)(1—p) =M1 =p)? =1 -p)(1+ A= A1 =p)) =M1 -p)A1+p)). g
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On considére maintenant deux jeux de données X et Z de variables explicatives (certaines
pouvant étre en commun). On peut alors modéliser la loi des Y; par une loi ZIP(m;(6), \i(1))
ou

(Ze0); . .
mi(0) = {rozw; lien logit.

{ Ai(pe) = eXeri lien log;
Les parametres peuvent alors étre estimés par maximum de vraisemblance.

3 La loi quasi-Poisson

Le principe du modeéle quasi-Poisson est de modifier la vraisemblance d’une loi de Poisson
de sorte a changer sa variance sans changer son espérance. On a vu que la log-vraisemblance
d’une observation y d'une loi de Poisson P(A) est

L(Aly) = ylog(A) — A —log(y!).

On considére maintenant la vraisemblance modifiée suivante :

L0\ dly) = ylg?” T 1),

ou ¢ > 0 est un nouveau parametre, f est une fonction de R, x N dans R choisie de sorte que
I'on aie bien la log-vraisemblance d'une loi de probabilité pour tout A et ¢, c’est a dire

:f::;exp ("k’g((;)” + (o, m) 1,

On admet qu’une telle fonction existe et on appelle loi Quasi-Poisson la loi sur N de proba-
bilités
nlog(A) — A

P(X:n):exp< ;

+ f(o, n)) :

On note X ~ QP(A, ¢).
Proposition 60

Si X ~ QP(A, ¢) alors

E[X] = X et Var(X) = ¢A.

Démonstration: Si on dérive I'expression de la somme des probabilités étant égale a 1 par
rapport a A alors on obtient

$X(n 1y (o) - A oo BN _1_

E()(w 5) e (S ) =0 @ B2

d’ott E[X] = A. Si on redérive I'expression précédente par rapport a A alors on obtient.
= n nlog(A) — A S 1) nlog(A) — A B
2 e (TET wsm )+ X (55 5) e (EGS 4 sem) =0
1 1 o

& — WE[X} + WE[(X —A)*]=0

& — oA+ Var(X) =0

d’ot Var(X) = ¢\ = ¢E[X]. |

La loi Quasi-Poisson possede donc deux parametres permettant de controler a la fois son es-
pérance et sa variance. On considere maintenant que 1’on a p variables explicatives quantitatives
et on suppose que les y; sont issues de variables aléatoires Y; ~ P(A\i(6), ¢) ot X;(0) = eXe0)i,
Dans ce cas-la, le parametre 6 s’estime de la méme facon que pour le modele de Poisson.
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Proposition 61

e L’équation de score du modéle est
XY = AB)) = Oy
e La Hessienne de la log-vraisemblance du modele est

e(XeOn 0

_;UXJX@XQM ot D(0) =

Démonstration: Comme

=1

alors le gradient par rapport a 6 est

VoL (6. 6Y) = W«iX@bg e»—&@))Z;%4y_M®)

i=1

et de Hessienne par rapport a 6
1
Hy(£)(8,9Y) = — ' XeD(B)Xe.

L’équation de score du modele s’écrit donc
XY~ A0)) = Oyt

et c’est exactement la méme que pour le modeéle de Poisson. |

Par contre, on ne va pas pouvoir estimer ¢ par maximum de vraisemblance. On défini alors la
statistique

z”: (Y; — Xi(0))?
=AM

Comme E[Y;] = \i(0) et Var(Y;) = ¢A;(6) alors il est courant (mais un peu douteux) d’approxi-
mer la loi de S?/¢ par une loi x*(n — (p+ 1)). On estime alors ¢ par
N S?2
b=—"
n—(p+1)

On remarque que la matrice d’information de Fisher pour 6 est

1

“tX,D(6)X..
¢
Du coup, si on note ¥ = (X, D(@)Xe)_1 alors on va pouvoir approximer asymptotiquement la

loi de 0 par une loi N1 (6, ¢X). Avec cette approximation et en supposant que la loi de 0 et QAS
est indépendante (ce qui est pas vrai mais on approxime encore) on a

(0, ¢) = —E[Hy(L)(0, 0[Y)] =

0, — 0, 0; — 0;

—— ~ N(0,1 S
Jorm MOV e

~Tn—(p+1)).
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C’est le résultat que 'on utilise pour faire des intervalles de confiances et des tests de nullité.

Enfin, on considere la déviance du modele sans remplacer ¢ par son estimateur :

D = =2(L0, ¢|Y) = Loat(Osar, 3Y)).-

Comme cette quantité est proportionnelle a 1 alors on note ¢D la "scaled deviance' qui est

@
donc une quantité calculable et vérifie
¢D = —2(L(0,1]Y) = Logt(Osar, 1Y)

ce qui correspond a la déviance pour le modele de Poisson. En approximant la loi de D par

(n—(p+1))¢
¢

une loi x*(n — (p+ 1)), la loi de Dy — D par une loi x*(p) et la loi de par une loi

x3(n — (p+ 1)) on obtient :
D Dy— D
D Fm—piDm-p+) et D) rp ).
(n—(p+1)o P
On utilise alors ces quantités pour tester si le modele est bien ajusté et s’il est significativement
meilleur que le modele nul.

IIT 1Introduction au modéle a effets mixtes

Exemple : On considére qu’on observe des quantités (z; j,y; ;) pour un individu ¢ a plusieurs
temps ¢;. On ne peut pas directement appliquer le modele linéaire a X et Y vu qu’il va y avoir
de la dépendance entre les données issues d’'un méme individu. Rajouter le numéro de l'individu
comme variable qualitative est aussi douteux si on a peu de temps ¢; différents car le modele
va se retrouver avec trop de parametres. Une solution est d’associer a chaque individu un "effet
aléatoire" :

Ym’ = 90 + l’m‘gl “+ «; + 52‘,]‘
ot les ¢; ; sont i.i.d. de loi N'(0,0?) et les a; sont i.i.d. de loi N'(0,7%) et indépendant des ¢, ;. Le
terme 0y + x; ;01 est appelé I’effet fixe et le terme o; est appelé 'effet aléatoire. On obtient

alors
Var(Y; ;) = Var(o;) + Var(e; ;) = o’ + 712

et
ol+risii=detj=7j
cov(Yij, Yy g) = T2 sii=i"et j#j
0 sinon.

De facon plus général, on considere qu’on a une variable d’intéret Y, des variables explicatives
X modélisant les effets fixes et J variables qualitatives modélisant les effets aléatoires. On note
q1, - ,qy leur nombre de modalités et K = ¢; +-- -+ ¢;. On associe a la k-iéme modalité de la
j-éme variable un vecteur Zi(j *) el que Zi(j *)' — 1 si Pindividu é possede la modalité et 0 sinon.
Le modele mixte s’écrit

J g )
Y;- = (X60>Z + Z Z Zi(J’k)aj,k + &;
j=1k=1

olt les &; sont i.i.d. de loi N'(0,0?) et les a, sont indépendant de loi N'(0,77) et indépendant

des ;. Si on note Z la matrice dont les colonnes sont les ZU*) et o le vecteur des o i, alors ce
modele se réécrit vectoriellement sous la forme

Y=Xb0+Za+¢
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olt € ~ N,(0,,0%1,) et a ~ Ng(0x, D) ot D est une matrice diagonale contenant ¢; fois la
valeur 72 puis ¢, fois la valeur 72, etc... Les parameétres du modele sont donc 6, o2 et les 72. De
plus,

Var(Y) = Var(Za) + Var(e) = 0°I,, + ZD'Z
dou Y ~ N, (X.0,0%I, + ZD'Z). Si on note V = %I, + ZD'Z alors on peut obtenir des
équations compliquées & résoudre numériquement pour estimer o2 et lqs 72 par maximum de

vraisemblance. Une fois qu'on les a on peut obtenir une estimation V' de cette matrice de
covariance et I'estimateur de 6 par maximum de vraisemblance s’écrit

A

0= (XV X)XV Y,

IV Les familles implémentées dans la fonction glm

On termine par une description rapide des familles et fonctions de liens implémentées dans
la fonction glm de R.

e binomial
Lien par défaut : logit
Autres liens disponibles : probit, cauchit, log, cloglog
On a Yi ~ B(N,m;(#)). Soit ® la fonction de répartition de la loi N'(0,1) et F(x) =
14t D et
F sont blen des fonctions de R dans [0, 1]. On a les liens suivant :

tan"(2) 1, fonction de répartition de la loi de Cauchy de densité f(x) = ﬁ

mi(0) = Sy logit

mi(0) = ®((X.0);) probit
mi(0) = F((X.0);) cauchit
7;(0) = X 0 log
mi(0)=1— e~ cloglog

Si on pose Z; = (X.0); +¢; ou g ~ N(0,1) alors le lien probit correspond a avoir
Y; = 1z, car

P(Y, = 1) = P(Z; > 0) = P(g; > —(X.0);) = P(c; < (X.0);) = B((X.0),).

Si €; suit la loi de Cauchy alors on obtient le modele cauchit.

e gaussian
Lien par défaut : identity
Autres liens disponibles : log, inverse
On a Y; ~ N (1;(0),0%) avec les liens suivant :

,ul(é’) = (XGG), 1dent1ty
pi(0) = X% log
wi(0) = m inverse

e Gamma
Lien par défaut : inverse
Autres liens disponibles : identity, log
On a Y; ~ I'(\(0), k). On rappelle que la loi I'(\, k) est définie pour A,k > 0 et a pour
densité

xk—le—x/)\
NT (%)

+oo
flz) = I,~0 ouI'(k) = / e* e d.
0
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La loi I'(\, k) est d’espérance Ak et de variance A\?k. En particulier, si k = 1 alors I'(\, 1)
est une loi £(1/A).

On a les liens suivant :

Xi(0) = ()(%9)1' inverse
)\1(9) = (X€9>’L 1dent1ty
Ai(0) = eXeDi log

e inverse.gaussian
Lien par défaut : 1/mu”2
Autres liens disponibles : inverse, identity, log
On aY; ~ IG(u;(0),A) ot IG(p, A) est la loi Gaussienne inverse, définie pour p, A > 0, de

densité
A Az — p)?
fl@) = omas P <_ 22T '

La loi IG(u, \) est d’espérance p et de variance p®/\. Attention, la loi Gaussienne inverse
n’a rien a voir avec I'inverse d’une loi Gaussienne!
On a les liens suivant :

. — 1 ~
wi(0) = o 1/mu”2
wi(0) = ﬁ inverse
wi(0) = (X.0); identity
pi(0) = X9 log

e poisson
Lien par défaut : log
Autres liens disponibles : identity, sqrt
On a Y; ~ P(\(0)) avec les liens suivant :

Ai(0) = X0 log
Ai(0) = (X.0); identity
\i(0) = (X.0)? sqrt

e quasipoisson
Méme lien que pour la loi de Poisson mais le parametre de dispersion ¢ est estimé en
plus.

e quasibinomiale
Méme lien que pour la loi binomiale mais on rajoute un parametre de dispersion de fagon
similaire a ce qu’on a fait pour la loi quasi-Poisson. La log-vraisemblance d’une unique
observation y d’une loi B(N,p) est

L(p) = log ((g)) +ylog(p) + (N —y)log(1 — p).

Pour le modele quasi-binomial QB(N, p, ¢) on la transforme en

_ ylog(p) + (N —y)log(1 — p)
¢

La loi associée est d’espérance Np et de variance Np(1 — p)¢. Pour un modele Y; ~
QB(N,m;(0),¢) alors 0 est estimé comme pour le modele binomial et ¢ est estimé par

L(p, ¢)

+ f(9,9).

1 " (yz‘_Nﬂ'i(é)>2

¢ = n—(p+1) ; Nm(é)(l - m(é))
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e quasi
Lien par défaut : log
Autres liens disponibles : logit, probit, cloglog, identity, inverse, log, 1/mu”2, sqrt
Variance par défaut : constant
Autres variances disponibles : mu(1-mu), mu, mu"2, mu"3

On considere une loi dont la log-vraisemblance d'une observation y s’écrit

my—t dL(p, ¢) _y—p
L(p, o) = | ——dt+ f(y,0) = = :
y OV(1) dp oV (¢)
Alors, sous de faibles hypotheses on peu démontrer que ¢a définit bien une loi d’espérance
et de variance V' (u)¢. Pour un modele ou p est remplacé par p;(0) alors 6 est estimé
par maximum de vraisemblance et ¢ est estimé par

A

(g _ 1 Zn: (?Jz - Nz‘(ﬁ))z

n—(p+1) =1 V((0))

Un tel modele est donc défini par une fonction de lien et une fonction de variance
V.
Exemples :

— Si V(u) =1 alors

_ - 2
L(p, d) = /yu %dt + f(y,¢) = —@2;) + f(y, 9)
2

ce qui corresponds a la log-vraisemblance de la loi N'(0,1) avec ¢ = o2 :

1 o 2
L(, ¢) = — log(2m0) — (yzj)
— Si V(u) = p alors
my—t ylog(p) —
Ly, ¢) = / ——dt+ f(y,0) = plogln) =it fly,9)
y ot )
ce qui corresponds a la log-vraisemblance de la loi quasi-Poisson.
— Si V(p) = Nu(1l — p) alors

L(p, ¢) = /yu ¢Nz(_1t—t)dt + f(y, ) = ylogly) + (1]\;;) log(1 — 11 + f(y, 9)

ce qui corresponds a la log-vraisemblance de Y/N pour Y qui suit une loi quasi-
binomiale.

— Si V(p) = p? alors

ny—t —%+log(¥) 1 |
Lp, ) = dt + f(y,¢) = ———L + — + f(y, 0
(1, 9) v f(y, 9) ” ” f(y, ¢)
On peut vérifier que g¢a correspond a la log-vraisemblance d’une loi T'(\, k) qui est
égale a
L\ k) = (k=1) log(y)— ¥~k log(\)log(y) ~log(I'(k)) = klog (4 ) =¥ ~log(y (k).

En posant ¢ = % et u= Mk = % on obtient bien
— 2 +log(¥)

L(p, d) = 3

— log(y'(1/9)).
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— Si V(p) = p® alors

==

ny—t —gz T 1
L(uo)= [ Pt fly,0) = 2

On peut vérifier que ca correspond a la log-vraisemblance d'une loi Gaussienne in-
verse 1G (i, \) qui est égale a

My —p)? 1 A DY D W | A
S S o7/ P (AT IS AU AN P ey
£l A) 2%y * 9 8 273 22 * w2y * 9 8 273

[y, ¢)

En posant ¢ = i on obtient bien

==

—52 + 11 :
2 — —log(2¢my?).
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